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    我們最近發現幾個高中數學教材中可能有誤或者需要注意的應用舉例，恰好

都屬於圓錐曲線或二次曲線主題，整理出來分享給教師同仁，希望有助於改善教

學品質。具體而言，本文提出四點意見：德基水庫的壩體不是數學所謂的雙曲線

造型，北二高碧潭橋的橋拱應該不是雙曲線設計，拋物線彗星軌道需注意更多細

節，以及雙曲線定位系統要考慮實際的數量級。 

    我們認為：相對於以上四點宣告，對同仁更有價值的訊息，是我們如何察覺

上述情境的可疑，以及如何探究並獲得正確可能性較高的知識。因此，以下分四

節講述我們的探究故事。 

一．德基水壩 

許多教材都舉了這個雙曲線應用範例：德基水庫的攔水壩（以下簡稱德基水壩）

是雙曲線造型。本文僅以以下簡報為例（2014年 9月 29日上傳，2024年 10月

10日下載）： 

https://www.slideserve.com/zaide/4954416 

這份簡報沒有作者署名，只有教育部徽章，我們就讓教育部來負其文責吧。簡報

第 3頁可能是許多同仁熟悉的內容： 

 



簡報引用的資料來源網址，如今已經不在，但類似訊息還是呈現在經濟部水利署

水庫風情系列網頁上（2024年 2月 15日最後更新，11月 1日讀取），水利署網

頁說德基水壩是「雙曲線薄型混凝土拱壩」。 

即使水利署官網這樣寫，第二位作者（舒）還是懷疑，他的理由是： 

1. 當時所給出的疑問是：圖片中的水壩是一個三維的立體，雙曲線是一條曲線，

文中的雙曲線指的是哪一段？最主要是關鍵在於希望教科書釐清曲線與曲面

的概念。 

2. 如果是指它縱向截痕(從底部到頂部)是雙曲線的話，它照片中看起來應該是

直線，而且縱切面兩側應該與山壁要相連，要特別做出雙曲線的原因為何？

這最主要是從實際建造這個水壩的過程來思考。 

3. 那最有可能的就是水平面上橫向截痕有一條雙曲線了，但從空拍影片中截圖，

透 過 Geogebra 來 做 二 次 曲 線 的 擬 合 ， 看 起 來 比 較 像 圓 弧 。

(https://www.youtube.com/watch?v=Vyy3oQUIZ14)這個則是從影片來得到實

證。雖然空拍會失真，但至少可以給出一個參考。 

 

受到第二位作者的督促，第一位作者（單）看著簡報中的照片，自己也搜尋

了更多德基水壩的照片來參考，怎麼也看不出雙曲線的特徵，壩體的上視圖怎麼

看都是圓弧（或從第二位作者提供上圖得知比較像橢圓）。當他得知「拱壩」是

arch dam 之後，他知道 arch 這個字的意思就是圓拱，如果沒有指定其他曲線形

狀，arch就是一段圓弧的造型。所以他試圖找到 hyperbolic arch dam的資訊，但

https://www.youtube.com/watch?v=Vyy3oQUIZ14


是並不成功。進一步閱讀 arch dam 的英文資訊時，他發現拱壩的工程設計基本

上都是圓弧，頂多使用分片圓弧，或者在不同高度採用不同圓心與不同半徑的圓

弧，並沒看到特別提及雙曲線拱壩（hyperbola或 hyperbolic arch dam）的英文資

訊。 

第一位作者認為不必這樣閉門造車，我們周圍很多土木水利的教授朋友啊。

他就去請教一位中央大學土木系資深教授（曾任中央大學副校長）：吳瑞賢教授。

吳教授的第一句話就說「我們都說德基水壩是雙曲線拱壩」。談話本來可以就此

結束，但是我（單）既然都打擾他了，就多聊幾句吧。再多聊一聊「雙曲線」的

用途，就發現我們兩人雞同鴨講。最終我了解：土木工程師說的「雙曲線拱壩」

意思是「兩條曲線的拱壩」，不是「二次曲線之雙曲線拱壩」。 

事情是這樣的：水壩最初是重力壩（gravity dam），靠壩體本身的重量阻水，

例如石門水庫就是。重力壩的頂部形狀並不重要，基本上可以依地形而建，也可

以拉一條直線。但拱壩則以圓弧造型凸向蓄水區（上游），藉兩側的山壁撐住蓄

水的重量，其原理等同於橋拱和門拱承受上方的重量。拱壩不靠本身的重量來擋

水，所以不必那麼重，因此節省建材。但因為水壓越深越大，所以壩體仍須越下

方越厚。最初的拱壩設計，朝向上游那個曲面（上游面）的縱向截痕是直線（鉛

直線），而橫向（水平面）截痕是圓弧；朝向下游的壩體則會越下方越厚。「雙曲

線拱壩」的意思是上游面的縱向截痕也是曲線，這樣設計雖然壩體還是必須往下

增厚，但增厚的程度較小，可以進一步減輕壩體的重量，也就是可以進一步節省

材料（例如混凝土）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在上述「雙曲線」──兩條曲線──的意義下，德基水壩確實是臺灣水利工

程的驕傲。工程界使用底部厚度對壩體高度的比值作為水壩厚薄的參數，必須小

於 0.2才叫做「薄型」水壩，而德基水壩的參數是 

20
0.11

180
 ，可見它相當「薄」。

數學課本將它解釋為雙曲線性質的應用，可能只是一個語言上的誤會。 

水壩工程的中文參考資料，請看 [1]；這篇文章稱前文描述的兩種拱壩為「單

拱」和「雙拱」，而「雙拱壩」又稱「雙曲線拱壩」。至於英文資料，Wikipedia的

Arch Dam詞條就已經足夠參考。Wiki的「拱壩」詞條提到 double-curved和 double-

curvature，或許就是土木工程界所說的「雙曲線」。因為 double-curved arch dam



的縱向截痕凸向上游，從下游看去就類似抬頭看圓頂／穹頂（dome），所以這種

水壩又稱為 dome dam。 

二．北二高碧潭橋 

前面那份教育部「雙曲線的應用」簡報第 6頁，聲稱北二高碧潭橋的「外形」是

雙曲線。讓我們假設它的意思是：橋墩的底部（下緣）是一段雙曲線。 

 

雖然第二位作者透過曲線擬合，的確可以找到一條雙曲線，但是這樣的視覺

效果，可能是拍攝的視線並不垂直於橋拱所在的平面。 

 

第一位作者（單）看到簡報寫「曲率半徑」，就懷疑它並非雙曲線設計；因為據

他了解：在工業設計領域，除非特別聲明，一般所謂的曲率半徑就是圓弧的半徑。



簡報引用的資料來源網址，如今也不存在了，但是維基百科有「北二高碧潭橋」

詞條。這篇百科文件的「設計」節寫了三次「弧形」。感謝本文審查委員指出：

弧形（arc）的數學（幾何）定義就是一段可微曲線（An arc (geometry) is a segment 

of a differentiable curve），範圍相當廣。事實上，維基百科公佈的橋樑設計師事

務所、承建公司都還在營業中，如果數學學科中心或教科書編者想要弄清原委，

應該可以找到設計圖，獲得精確數據。就目前的資料來看，北二高碧潭橋涉及雙

曲線的可能性偏低。 

維基百科說明橋拱由三段弧形組成，中間那一段的跨距是 160公尺，拱高 20

公尺。假如這裡說的「拱」是「圓拱」的意思，跨距和拱高相當於給了弦、矢兩

個條件，可以決定半徑──這個問題在 8年級就能做，也可以決定弧長──這個

問題需要到 10年級才能做。這些具體問題，倒是素養教材不妨考慮的方向。 

三．彗星軌道 

有些數學教材宣稱有拋物線軌道的彗星，它們依據的來源之一是「中央氣象署數

位科普網」的〈掃把星的真相—彗星〉一文（2024年 11月 4日下載）： 

https://pweb.cwa.gov.tw/PopularScience/index.php/astronomy/77-掃把星的真相—彗星 

這篇網頁寫著： 

 

根據此文，不但有拋物線軌道彗星，而且它們還佔多數。此文沒有作者署名也沒

有上傳日期，所以就由氣象署負其文責吧。作者根據科學觀測與計算的誤差原理，

懷疑上述資訊，所以展開了探索。 

先說明我們懷疑的理由。在數學上，我們知道只有當二次曲線的離心率（記

作 e）恰為 1時，它才是拋物線。但是在自然界，測量所得或者根據測量數據計

算而得的參數，都應該理解為連續型隨機變數，讓我們用 Xe表示根據觀測而推

算的離心率。那麼，我們知道理論上： 



( 1) 0eP X = =  

根據以上等式，用數學的嚴格語言來說，拋物線軌道的彗星是不存在的。可是，

這樣的觀念也不算具備數學素養，更缺乏科學素養。因為，實際上太空科學家只

能在若干有效位數之內算得離心率。假設現在太空觀測的工具可以保證 e 的計

算誤差小於 
75 10− ，則當 

1.00000050.9999995 eX   

科學家確實就說 1e 。在這個意義下， 

( )1.00000050.9999995 eP X   

應該是個微微的正數，也就是說拋物線軌道的彗星有微微的可能存在。實際上如

何呢？ 

為了吸收彗星的基本知識，第一位作者首先閱讀了著名的中央大學太空科學

科普作家陳文屏教授（1996）的〈失而復返的太陽系成員––彗星〉[2]；這篇文章

現在仍然值得數學教師同仁參考。文內寫道：「長週期彗星的入射軌道截至目前

為止未發現拋物線的軌道」。難道 1996年的二十八年之後，就變成半數以上的彗

星是拋物線軌道嗎？以下是我們探究的簡報。 

最近（2024年 10月）打我們身邊劃過的紫金山–ATLAS彗星就給我們上了

一課。一方面，隨著觀測資料的累積──觀測數據是正規分布的隨機變數──天

文機構一直在修正它的離心率。另一方面，像它這樣小的星體，在行進中可能因

為物質的流失或者其他星體的重力吸引而改變軌道，所以天文機構也一直在微調

它的離心率。事實上，有些彗星無法通過近日點：它們可能在近日點（或更早）

就解體了。去年有人指出紫金山–ATLAS 彗星可能無法穿越近日點，引起天文

迷的關切；這個預測並沒有成真。但是今年的另一顆彗星（C/2024 S1）就在 10

月 28日於近日點附近解體，在 [3] 還看到它解體的影像。 

因為前述原因，紫金山–ATLAS 彗星的離心率頻頻更新，可見彗星軌道的

離心率並不是數學概念上的常數。NASA最初算得的離心率小於 1，據其推算的

週期大約是八萬年。當第一位作者（單）11月 4日查詢中文版維基百科時，其公

告離心率為0.9999985，非常靠近 1（但畢竟不是 1）據其推算的週期超過了一億

年。而 NASA 在 10 月 14 日的報導已經說它應該會脫離太陽系，不會再回來，

也就是離心率大於或等於 1。至於噴氣推進實驗室（JPL）則在 10 月 31 日根據

935天累積的觀測資料，修訂它的離心率為 1.0001326。就數學定義來說，紫金

山–ATLAS彗星此時的軌道是雙曲線。 

以紫金山–ATLAS 彗星為機會教育之實例，我們做一番探究，學習到以下

幾件事： 

(1) 彗星軌道的離心率可能會改變；當它遠離太陽系的八大行星之後，受擾動

（perturbation）的機會降低，也許可以假設為常數。但是當它行經較大星體，



後者的重力場就可能改變彗星軌道的離心率。 

(2) 假如沒有擾動，彗星在某一段的理論性軌道──稱為 osculating orbit──確實

可能離心率為 1（拋物線），但是沒有查到提出確切實例的學術文章。 

也許有人要問：何必這麼挑剔，為什麼不能取三位有效小數就好：如果 

1.000 50.9995 eX   

就說 1e  而軌道是拋物線？我們的意見是：的確可以，但這件事最好還是由太

空科學領域來決定──就像他們決定把九大行星改成八大行星那樣──不宜由

我們（數學領域）來規定。 

太空科學家怎麼說呢？第一位作者恰好在校園裡遇到做「太空天氣」而且發

現它有可能預報地震的著名太空科學家劉正彥教授，就此問題請教他。他先自謙

並非彗星專家，但是他不認為太空科學界會另外規定一個縮小有效位數的準則，

一切數據應該就以當時最精確的儀器設備為準。 

假設 Britannica（大英百科全書）和Wikipedia的相關詞條是專業人士寫的。

Britannica 的彗星詞條 [4] 只在講古的時候提到拋物線軌道。彗星軌道的相關歷

史，可供創作許多有趣的數學科普。克卜勒認為彗星沿直線運動，牛頓認為是拋

物線，並將 1680年大彗星的軌道擬合（fit）至拋物線；當時在 125 天內累積了

30筆觀測資料。現在科學家認為那顆彗星（C/1680 V1）的離心率是0.999986，

它的週期約為 9370年。哈雷用牛頓的方法研究了當時有紀錄的 24顆彗星。即使

哈雷把 24 顆彗星的軌道全都擬合為拋物線，但他發現西元 1531、1607 和 1682

年的三顆彗星軌道幾近重疊，所以他另外提出一個假設：它們是同一顆星體，而

它的軌道是橢圓。這就是著名的哈雷彗星（1P/Halley），現在認為它的離心率約

為 0.968，週期約為 76年。 

由上可見，當觀測資料不夠精確時，前輩天文學家／數學家曾經認為彗星軌

道是拋物線。但是當資料越來越精確，拋物線軌道的彗星就越來越少。 

或許因為軌道離心率的不穩定性，太空科學並不使用軌道的離心率來分類彗

星。Wikipedia的彗星詞條 [5] 提供兩種分類方式，與軌道有關的那一種分類，採

用的規準是週期而不是軌道形狀。Wikipedia根據彗星的週期性提供分類總表 [6]，

其中包括雙曲線軌道彗星列表 [7]，並沒有獨立的拋物線軌道彗星列表。在 [7] 中，

他們將所有觀測資料不足的彗星軌道離心率一律「規定」為 1.0，就好像當年牛

頓和哈雷一樣（或許這樣規定，是為了向牛頓與哈雷致敬）；在 [7] 的表格內，只

要在離心率 e 那一欄寫著 1.0 的，全都是假設的（hypothetical 或 assumed）。如

果不知道前述背景知識，只看列在 [7] 的彗星表格，很容易以為「有半數以上」

的彗星軌道是拋物線。現在我們應該明白：這個觀念實在不宜視為事實。 

四．雙曲線定位 

我們看到某份教材介紹雙曲線定位系統，在臺灣北部畫了三座雷達基地臺。最初

是第二位作者（舒）質疑教材提供的用雙曲線來做船舶定位情境不合理，如果船



上已經有雷達系統可以知道它與某二到三個固定的基地台的方位與距離，那麼透

過二到三個圓的交點就可以找到定位了，不需要使用雙曲線。但雷達能探測的距

離有限，離陸地遠一點可能就測不到了。要在較遠的海洋上定位，需要有更完善

的系統。而教材表示此系統是為了從陸地確定海上船隻的位置。接著第一位作者

（單）也認為基地臺不太可能這麼靠近。他的想法是：如果想要得知船隻到兩個

基地臺的距離差，極可能須從雷達訊號的時間差換算而來；假如基地臺距離像教

材所繪（大約只有 30公里），則它們之間只有萬分之一秒的時間差，而它估計可

攜式的接收器很難擁有這麼高的時間解析度。因此，我們開始探究。 

用 hyperbolic locating system 很容易查到 Wikipedia 的「雙曲導航」詞條

（Hyperbolic navigation）[8]，從中追查到美中使用的羅遠系統：LORAN，是 LOng 

RANge Navigation的併寫，意思是遠距導航 [9]。 

第二位作者曾經與成功大學系統及船舶機電工程學系的邵揮洲老師（現已退

休）合作，偵測船舶上的引擎振動異常。所以馬上就教於研究船舶的專家。在專

家的指引下，馬上就找到在國立海洋科技博物館的資料 [10]，截圖如下（截圖之

倒數第二列「向位差」寫了別字，應該是「相位差」）： 

 

其實網站上的資料寫的滿仔細的，但最重要的是怎麼理解它。當時教科書編

者就寫這個定位訊號是從船上發射的。那個是用來觀察在某個範圍內，有沒有其

他船隻靠近，也就是雷達系統。它是從船上主動發射訊號，接收某個方向的回波

訊號，以確定其他船隻(或物體)在哪個方向，距離有多遠。但這個是把自己的船

當作原點的極坐標系統，在電影中常常看到有一條線掃一圈的就是它，但這並非

「定位」系統。也不需要用到雙曲線。 

若要使用雙曲線的定位系統，則需要思考上述的過程是怎麼完成的。首先，

它必須有三個以上的基地台，而且必須有一個同步系統，以確定每個基地台發出



去的訊號是同步過的。也就是上述博物館網站中所提到的，同時發射信號。這時

候在船上接收到其中兩個基地台信號的時間差，從時間差可以推得距離差。如時

間差是 0.5ms，那麼距離差就是大約 150km。但 150km就是大約台北到台中了。

而根據Wiki所提 [9]，LORAN的適用範圍大約是 930–1300km。也就是訊號大

約要 3到 4ms左右才能夠被辨識出來差別。 
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