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之前我們已經知道微積分是一套計算方法，它由微分和積分這兩種觀念和計算問

題所組成，而微分和積分透過了微積分基本定理連接在一起，變成了可以互相支

援的兩種計算。 

我們簡單地舉一些例子，看看在多項式函數的領域裡面，微分和積分各有些

什麼功用。在這小段的教學裡面，主要是要幫助各位同學了解，在國高中所學習

關於多項式函數的一些知識和技能，如何與大學微積分銜接。 

從國中二年級時學會的配方法開始說起，我們知道，任意的二次多項式�

，透過配方可以寫成  的樣子。到

這裡我們也就曉得，二次函數必有極值。這個道理很簡單，如果  是正數，則

二次函數的圖形就會是一個以 (k,h) 為頂點，開口向上的拋物線，如圖所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

在圖中我們看到了有一個點發生在這個函數圖形最低的地方，所以這個函數在 

x k 的時候發生最小值，而這個最小值顯然就是那一點的 y 座標，也就是 h 。

如果  是負數，則二次函數的圖形就會是一個以 (k,h) 為頂點，開口向下的拋

物線，如圖所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

很明顯的，這個點是整個函數圖形的最高點。所以這個函數在 x k 的時候，發

生最大值 h 。 

我們對二次多項式函數的圖形跟性質有徹底的了解，其實來自於更簡化的一

個觀念，就是： 

( k , h )

( k , h )



所有的二次函數  的圖形都是 

單項函數  的平移。 

單項函數的頂點在原點，開口向上還是向下由首項係數來決定，如圖所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

          > 0，開口向上                 < 0，開口向下 

在高中的時候，我們知道經過配方後寫成的二次函數  ，就

是單項函數  向右平移 k ，向上平移 h 的結果。原則上，  是正或負，

代表開口向上或向下，而 2| |a  的大小，代表了開口的寬或窄，且它一定有極大

值或極小值。還有，單項二次函數圖形彎曲的方向是不會改變的。 

我們對二次函數有完整的了解，那麼三次函數呢？三次多項式函數一般而言

是 

  。 

根據以前所知道的三次展開公式 

 ， 

我們發現，如果令 k 滿足  ，那麼上述的一般式可以寫成 

  ， 

其中二次項就被包含在完全三次方裡，而我們稱符號 為 hat。 

我們可以看到  的圖形就是奇函數 

 
向右平移 k 、向上平移  的結果。所以從這裡我們可以知道，要了解三次函

數的圖形，其實只要了解  這種形式的函數就好了。 

那麼 的函數圖形有什麼特色呢？第一點我們要看得出來的

是，它是奇函數，而奇函數的圖形都有一個特色，就是對稱於原點，如圖所示。 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

            圖 1                               圖 2 

相對於二次函數圖形的凹向是永遠不改變的 (永遠凹向上或永遠凹向下) ，從三

次函數圖形對稱於原點這件事可以看得出來，像  這樣形式的函

數，它永遠會有一個彎曲方向改變的現象，而 0 就是改變彎曲方向的臨界點：在

0 的左邊如果它凹向上，那麼在右邊它就會凹向下，上述兩個例子都為如此。但

是當然也有可能，它在 0 的右邊是凹向上的，到了左邊就會凹向下，這是因為要

對稱於原點的關係，如圖所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

                            圖 3 

圖形中，使凹的方向改變的那一點，我們給它一個新名詞，稱做反曲點。所

以三次函數和二次函數不一樣的地方是，它一定會有反曲點，使得圖形彎曲的方

向一定會改變。 

一般的三次函數  ，一定可以被寫成奇函數 

 的一個平移。經過平移之後，原點會被平移到哪裡去呢？我們

從式子  中可以看得出來，它會被平移到 ( k , 

 ) 的位置，也就是說，對一般的三次函數，反曲點一定發生在點 ( k ,  ) 。 

我們知道二次函數一定有最小或最大值，那三次函數會不會有呢？根據上述

所說，一般三次多項式函數的圖形，都是奇函數  圖形的平移，

所以我們現在只要討論這種奇函數即可。從上面圖 1 的圖形來看，有一個極大



值，有一個極小值。但這時要注意的是，它不會像二次函數一樣，如果開口向下，

就有最大值，如果開口向上，就有最小值。從三次函數的圖形看，很顯然地，在

某一個小範圍的附近，有一個點是最大的，我們稱它為相對極大值，又簡稱為極

大值，同樣地也有一個相對極小值，簡稱為極小值。 

所以三次函數跟二次函數有兩個不同之處，第一個就是它會有所謂的反曲

點，而且我們透過配三方算得出來反曲點發生在哪裡。第二個就是它不一定會有

極大值或極小值，像以下圖形，它有兩個極值，一個極大值和一個極小值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

                            圖 4 

但是像以下圖形，它們都沒有極大值或極小值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

而現在的問題就是怎麼樣知道一個三次函數有沒有極大值或極小值呢？如

果有的話，那要怎麼樣算出來極大值和極小值呢？接下來如果我們再推廣，以我

們對三次函數的認識，那麼四次、五次、六次……任意的一個 n 次多項式函數，

會不會也在某些地方有反曲點呢？會不會在某些地方有極大值或極小值呢？如

果有的話，怎麼算出來呢？這個就是在十七世紀，牛頓跟萊布尼茲他們想要解決

的數學問題之一。這個數學問題在當時的物理和天文學上，是有它的意義和價值

的，而現今在金融、經濟學、產銷、成本上，我們需要知道多項式函數的極大值

或極小值發生在哪裡，微分可以幫助我們解決這些相關問題。微分學就是從這樣

一個問題開始的。 

極小值 

極大值 


