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我們通常把多項式寫成 1
1 1 0

n n
n na x a x a x a

   這種形式，稱為多項式的標準

形式，又因為 x 的次方從大排到小，所以又稱為降冪排列的標準形式。例如
2 2 1P x x    和 3 2 1Q x x x   都是標準形式。 

任取一個實數 a，寫成 2
0 1 2( ) ( ) ( )n

nc c x a c x a c x a      這種形式的多

項式，稱為泰勒形式，又稱為泰勒多項式。每一個多項式都可以改寫成（相等的）

泰勒形式，例如 
22 4( 1) ( 1)P x x     ，而且 2 34 6( 1) 4( 1) ( 1)Q x x x       。 

我們不妨驗算 P： 

2

2

2

2

2 4( 1) ( 1)

2 (4 4) ( 2 1)

(4 2 ) (2 4 1)

2 1

x x

x x x

x x x

x x P

   

     

     

   

 

寫在 x a 之中的 a 稱為泰勒多項式的參考點。以上兩個例子，都用了 1 當作參

考點。參考點可以是任意實數，例如以下是 P 用 1 或 1/2 當參考點的泰勒多項

式： 
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事實上，標準形式的多項式，可以視為以 0 為參考點的泰勒多項式。 

我們特別要提醒讀者，當我們寫泰勒多項式的時候，習慣將 x 的次方從小排

到大，稱為升冪排列。 

怎樣將多項式從標準形式轉換到泰勒形式呢？我們先複習除法原理。小學時

候解讀 17÷3=5…2 的方式之一是：若有 17 顆糖要分給 3 位小朋友，每人可得幾

顆？剩下幾顆？反過來，如果不知糖有幾顆，但是知道 3 位小朋友每人拿 5 顆之

後還剩 2 顆，就能算出原有幾顆糖：5 3 2 17   。這就是所謂的除法原理。用

符號寫出來： 

P S Q r     P Q S r    

例如 4( 1) ( 1)x x    3x 2x x 1 2  用除法原理寫出來，就是 

 4 3 21 1 ( 1) 2x x x x x       。 

我們不妨用直式乘法驗算： 



        3 2 1x x x    

               1x   

      ---------------------- 

        3 2 1x x x    
4 3 2x x x x    

------------------------- 
4 0 0 0 1x      

所以  3 2 41 ( 1) 1x x x x x     ，再加 2 就是 4 1x  。 

從除法原理可以推論餘式定理，對稍後學習泰勒形式很有幫助。現在我們用

函數形式 ( )f x 表示多項式，如果 ( ) ( )f x x a Q r    ，根據除法原理 

( ) ( )f x Q x a r    。 

然後在等號兩側都代入 x a ，則得到 

( ) ( ) 0f a Q a a r Q r r        。 

因此 ( ) ( )f x x a  的餘數必定是 ( )r f a 。這就稱為餘式定理。 

    舉一個例子：做 2( )f x x 以 1 為參考點的泰勒多項式，用綜合除法做
2 ( 1)x x   

 

得到商 ( ) 1q x x  ，餘 (1) 1r f  。也就是 

( ) ( ) ( 1) 1f x q x x     

對 ( )q x 再做一次 ( ) ( 1)q x x  的除法 
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得到 ( ) ( 1) 1 2q x x    也就是 ( ) 1 ( 1) 2q x x    。代入 ( ) ( ) ( 1) 1f x q x x    就

得到 
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注意最後一步只是將降冪改寫成升冪而已。 

    從以上的例子，我們看到一個策略：如果要將多項式函數 

1 0( ) n
nf x a x a x a     

改寫成以 a 為參考點的泰勒多項式 

2
0 1 2( ) ( ) ( ) ( )n

nf x c c x a c x a c x a         

可以連續地除以 x a 。第一次相除得到的餘數就是 0c ： 

1 0( ) ( ) ( )f x x a q x c     

將得到的商再除以$x-a$，所得的餘數就是 1c ： 

1 2 1( ) ( ) ( )q x x a q x c     

依此類推，每一次得到的餘數，依序就是升冪排列之泰勒多項式的係數。其中

1( )q x 是 1n  次多項式函數， 2q 是 2n  次多項式函數，一直做到 ( )nq x 是常數函

數為止，而 ( )n nq x c 。 

    以前面的 2 2 1P x x   及 1a  為例， 2
0 1 2( 1) ( 1)P c c x c x     的係數 0c , 

1c , 2c 可以依序從以下的除法得到： 

( 1) ( 3) 2P x x      

故 0 2c  。而 

( 3) ( 1) 1 ( 1) 4x x x        

故 1 4c  ，而最後一個除式的商是 1，它就是 2c 。故 

22 4( 1) ( 1)P x x      

    再以 3 2 1Q x x x   及 1a  為例， 2 3
30 1 2( 1) ( ( 1)1)Q c c x c x c x      的

係數 0c , 1c , 2c , 3c 可以依序從以下的除法得到： 



2( 1) ( 2 3) 4Q x x x       

故 0 4c  ；再做 

2( 2 3) ( 1) ( 3) 6x x x x        

故 1 6c  ；再做 

( 3) ( 1) 1 ( 1) 4x x x        

故 2 4c  。最後一個常數的商就是 3c ，亦即 3 1c  。故 

2 34 6( 1) 4( 1) ( 1)Q x x x        

    從以上兩組例子，我們應該可以歸納出來：一共做 n 次除法，而且泰勒多項

式的 0 ( )c f a 和 n nc a 。也就是 

1 0( ) n
nf x a x a x a     

2
0 1 2( ) ( ) ( )n

nc c x a c x a c x a         
2

1 2( ) ( ) ( ) ( )n
nf a c x a c x a a x a         


