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我們已經知道，如果函數 ( )f x 在 x a 的切線方程式是 y mx b  ，而切線是一條

通過點 ( , ( ))a f a 的直線。當 x a 的時候，函數圖形就像切線，所以函數值就跟

切線上面的 y 坐標很接近。所以，我們把切線方程式 y mx b  改寫成一次函數

( )L x mx b  ，代入 x 計算 ( )L x 得到 ( )f x 的近似值。我們說一次函數 ( )L x 是 f

在 a 的一次估計。記作 ( )f x mx b  ，注意，這個近似觀念只有當 x a 的時候才

成立。 

本節要以存款或投資的複利規則為例，指出一個金融業應用「一次估計」的

例子。以存款為例，若年利率是 3%，存入 10000 元，稱為本金，一年後獲得的

利息是10000 3%  300 元，加上原來的本金一萬元，稱為本利和，也就是

10000 10000 3%  10000 1.03 10,300   元。 

一般而言，如果本金是 P 元，年利率是 r，當然 P 和 r 都是正數，則一年後

的本利和是 (1 )P r  。 

為了吸引客戶來存款，大部分的金融機構都不會每年算一次利息，而會多算

幾次。例如郵局每年計息兩次（每半年一次），銀行大多每年計息 12 次（每個月

一次）。 

如果每年計息 2 次，假設這一年內的本金都不變，而且用複利計算，但是規

定半年的利率是 x，則半年後的本金變成了 (1 )P x  （就是半年的本利和），一

年後就是 

  2(1 ) (1 ) (1 )P x x P x        

所以，半年的利率 x 該是多少，才能使得一年後的相當於利率是 r 的本利和呢？

要解這個問題，我們的方程式就是 2(1 ) (1 )P x P r     發現可以消掉 P，可見這

個問題跟原來的本金 P 沒有關係，就是要解 

2(1 ) 1x r    

同理，如果每年計息 12 次，也就是每個月一次，而規定月利率是 x，假設

固定本金 P。那麼，一個月後的本利和是 (1 )P x  ，用複利規則，把這個本利和

當作本金繼續生利息，二個月後得到  2(1 ) (1 ) (1 )P x x P x       ，三個月後就是

2 3(1 ) (1 ) (1 )P x x P x         。依此類推，第十二個月後的本利和就是

12(1 )P x  。 

同樣的道理，如果要問月利率 x 該是多少，才能使得一年後的年利率等於 r

呢？要解這個問題，就是要解方程式 12(1 ) (1 )P x P r     。同樣地，可以消去等



號兩側的本金 P，這個問題跟 P 無關，只要求解 12(1 ) 1x r   就好了。 

一般而言，如果每年計息 k 次，其中 k 是正整數，求每次利率 x 使得一年後

的年利率是 r 的方程式就是 

(1 ) 1kx r    

用指數律，我們可以說1 1kx r   ，也就是 1 1kx r   。 

但是金融業並不想要這樣做，因為很難算而且很難跟客戶說明白。他們利用

函數 ( ) (1 )kf x x  的一次估計來求解。 

實務上，我們都知道 x 是一個頗小的正數，也就是 0x  。我們先算

( ) (1 )kf x x  在 0 的切線。因為 1( ) (1 )kf x k x    ，所以 f 在 0 的切線斜率是

(0)f k  。而切線通過點 (0, (0)) (0,1)f  ，所以用點斜式寫出切線方程式為 

( 0) 1 1y k x kx      

所以，函數 ( ) (1 )kf x x  在 0 的一次估計就是 (1 ) 1kx kx   ，別忘了有個條件，

就是要 0x  。 

用 (1 )kx 的一次估計 1kx  來代替它，我們的複利方程式就變得超好解了。

原來的方程式 (1 ) 1kx r   它改成近似的 1 1kx r   ，把 1 移項扣掉，就得到 

r
x

k
  

這就是金融界的作法：如果年利率是 r，每年計息 k 次，則每次的利率就規定為

r

k
。所以存款一年之後的本利和就是 (1 )kr

P
k

  。例如郵局每半年計息一次，半

年利率就是
2

r
；銀行每個月計息一次，月利率就是

12

r
。 

    事實上， (1 )kx 在 0 的一次估計1 kx 對於非正整數的指數 k 也都成立。例

如
1

2
k  也對，就是 

1
1 1

2
x x   。 

再如
1

2
k   也可以，也就是 

1 1
1
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x
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同學們在物理課或許已經用過這種估計，譬如高中物理的單擺。 


