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高中課程需要怎樣的微積分？ 

單維彰‧98 年 10 月 12 日 

過去討論這個問題，辯論的焦點似乎是：高中課程有沒有必要為大學的微積分課

程做準備？該做哪些準備？而本篇想要提出另一種意見，請各方指教。我認為，

高中的微積分課程，不是為了大學微積分課程做準備，而是為了銜接微積分以外

的其他專業科目做準備。 

以下，我先論述高中與大學之微積分課程銜接性問題，是這整個議題中的次

要問題。然後舉出幾個教材設計的建議。最後提出一些證據，以支持主題的意見。 

就目前的情況而言，大學的微積分課程基本上自給自足，高中課程中有或沒

有微積分，於大學微積分課程無關痛癢。不論在大學還是在高中導入微積分，其

基礎課程，即所謂的「微積分先備課程」(Pre-Calculus)，包括代數基本操作、根

號形式的實數運算、以及基本函數（多項式函數、指數與對數函數、三角函數）

的認識等等，本來就已經存在於高中的前兩年課程中。如果這兩年的教學成效不

彰，不論是在高中或大學導入微積分，學生都將面臨同樣的障礙；如果高中前兩

年的數學教育成功了，則不論是在高三或者大學導入微積分，學生的基礎都是一

樣足夠的。 

實際上，現在的主流意見中，幾乎沒有人主張在高中開始嚴格基礎的微積分

課程，也就是包括 和  的極限定義、並且嚴格證明微分與積分均值定理的微積

分。所以，我也略過這方面的討論，而直接假設，大家談論的高中微積分，是比

較訴諸於直覺的、著重於實用性的微積分。 

反對者反對的正是這一點。他們擔心，高中微積分的直覺式作法，帶給學生

先入為主的錯誤觀念，以後（例如進入大學微積分課程之後）修改不過來。我認

為這是教材和教法在設計上可以解決的技術性問題。如果高中所學維持在「正確

但不完整」的水準上，則以後將會「擴充」知識而不必「修改」認知，就沒有修

改不過來的問題。 

舉例來說，如果高中以為所有函數都可以微分，那就是錯誤。但是，知道多

項式函數都可以微分，則是正確但不完整的知識，將來還可以擴充。 

而且，直覺並不等於錯誤，也不一定要訴諸於神秘的經驗。不當的教材或教

法，才會導致錯誤的認知。例如，在
0

0
形式的極限問題上，只有在處理三角函數

的微分才真正需要，可以用查表計算，或者透過電腦的圖形呈現、數值呈現，乃

至於以圖形展現的夾擠定理，獲得「極為合理」的論斷，而不一定需要極限的定

義。平方根的導數，可以由平方乘法公式轉換，而變成函數的求值來避開極限問

題。至於多項式的導數，則根本可以避開
0

0
的極限形式，因此可以提早在高一就



導入。 

微分和積分均值定理，都可以用「反證法」得到合理的認識。很多教師都知

道這種說法。積分均值定理甚至可以有教具，在許多藝品或禮品店可以買得到。

用兩塊玻璃板夾著一個薄層，裡面封存密度不同、顏色也不同的黏稠液體。譬如

藍色較重，透明較輕。則靜止平放時，時可以看到一塊長方形的藍色面積；適當

搖晃之後可以看到藍色的曲線。由面積的出入相補（其實是物質不滅的直覺），

可以相信曲線下的面積就是靜止時的長方形面積，定義靜止時的高度為曲線的平

均值，則平均值必定在曲線的最高與最低點之間。使用這個「教具」，甚至可以

劇烈搖晃產生不連續的函數，藉此提醒學生，當不連續發生時，前述的結論可能

不正確。（當然，這個觀念，在高中應屬選修。） 

在高一教多項式時，只要再適當地弱化多項式的代數性質（比如說虛根與代

數基本定理），就會有時間，以現有的技術，導出切線與導數。令 ( )f x

( )

是一個多

項式函數，通過 ( , 和 兩點的割線是( ))a f a ( , ( ))b f b ( )( )y q b x a f a   ，其中

是( )q x ( ) ( )f x x

( ))a f a

a  的商式。這是高一課程中已經會做的事（綜合除法）。定義

通過 ( , 的切線，就是當b a 時的割線；最好能用電腦動畫或互動操作來

加強認識。這是「正確」的切線定義，卻不必透過極限操作，切線方程式就是

( )( ) ( )y q a x a 
n

f a 。一般而言， 可以做兩次綜合除法求得。但是，當( )q a

( )f x x 是單項函數時，由乘法公式就知道 1 2n nx ax 2( ) nq x x a 1na       ，

所以 ，這就是導數公式了。 1( ) nq a na 
如果高一的數學課程為學生準備好多項式的微分技術，則高二的「自由落體」

和「拋射物」物理問題，就能放在牛頓的架構下完整地處理。那時候，可以由物

理教師做切線斜率和速度的連結，他們並不需要真正做「積分」，而只要做「反

微分」即可。例如當水平加速度是 0，則由 0x  反推 0x v ，再反推 0 0x v t x  就

是水平的等速運動了。這是很多物理教師一直採取的教法，而數學課程卻在這些

重要的問題上缺席了。 

高一學生的工具還不夠，最好學到多項式函數的導數即可，足夠高二的物理

課程來應用。更多的微積分可以在高三發展。至於該發展到什麼程度？我認為不

必考慮大學的微積分課程，反正他們一定會詳細地從頭講起。高中的微積分，是

為了大一上學期，在微積分以外的專業課程而準備的。學生在某些專業課程內已

經需要微積分，其技術或概念的程度不一，卻是按照現行的大一微積分課程進度

而言，來不及配合的。那些大一微積分課程來不及配合、卻在專業課程中引用的

部分，就是高中課程需要提供的基礎。 

許多人可能都在大一物理課程裡，有過這種慘痛的經驗；物理教授經常不理

會微積分課程的進度而自在地使用微分或積分表徵。那些初期的物理課程，即使

用到微分或積分，通常也在符號和概念的階段，其實並不難。但是如果學生完全

沒學過，即使只是符號也能造成學習的障礙。我認為高中微積分課程可以彌補這

個斷層，也理應負起這個責任。 

為了考察上述斷層的份量與內容，我請高晟鈞先生從 17 所公私立大學中，



找出分發入學採計數甲或者數乙的學系（略過各種「不分班」的組織，因為這些

學生附在某系就讀），蒐集所有這些學系在 97 學年第一學期的課表，找出微積分

以外的主要共同科目。然後，以網路訪查或電話詢問等各種管道，調查該科目的

指定教科書。最後確定了四本最為常用的物理、化學、統計和經濟學教科書。我

們逐頁檢查這些教科書在大一上學期授課範圍內的內容，把需要微積分之技術、

符號或概念處標記出來。 

其中物理最早也最多使用微積分，並不意外。在課程進行到 10%處就引入黎

曼和及定積分，在大約 40%處就遇到指數和自然對數的微積分運算，然後就會遇

到向量式、參數式和極坐標了。經濟學雖然對微積分操作技術的需求較低，但是

從課程的 12%處即開始以微分觀念解釋「邊際」分析，此後大量使用導數觀念；

進行到 50%處，還有雙變數函數的全微分。化學課本大約從 30%處開始使用導

數，幾乎也在同時需要對機率分佈函數的理解，但是直到最後的 15%才開始大量

使用定積分以及指對數。大一的統計學則是在課程的 2/3 處才開始出現定積分，

用來表述分佈函數與機率的關係，同時也出現了正規分佈，所以用到指數函數。 

經濟學和統計學課程，大多出現於「社會組」學系，可見社會組的高中生，

若完全不學習微積分，恐怕對他們不利。化學屬於「自然組」課程，可見自然組

的高中生，若完全不懂機率分佈的意涵，也是不太好的。而考察這些「暢銷」教

科書所需的微積分內涵，將可當作下一次討論高中數學課程綱要的參考指標，作

為微積分內容取捨的判斷依據。 


