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關於數學溝通的主題

人生活在社會中，總不免溝通，而總是在表述自己或理解他人的表述。但是彷彿歷史上從沒有像最近二十年這樣強調溝通的，這也許和資訊媒體的普遍與快速化脫不了關係，不過這並不適合在這裡探討。教育既然自認為肩負孩童社會化的責任，也就逐漸跟著社會脈動而注重教育中的溝通面向。在這個大環境底下，數學教育—先是小學階段的、後來擴及九年一貫—也創造了「數學溝通」這個專有名詞，並且在數學教育的國際研究社群中討論其定義、性質與作法。

    寫與讀，雖然是各自單向的，傳統上總視為溝通的一種基本形式。所以，像我在這裡寫著關於數學的概念與看法，而各位看官讀著，既是溝通也關於數學，但是這恐怕不是教育學者所指的專業「數學溝通」；後者應該是一種教育目標，至少具有以下幾種特色：
1. 學習過程當中發生於師生或學生之間

2. 屬於習得的能力之一

3. 能夠設計教材教法並且可以評量成效

    就我國的數學教育綱要來看，民國92年版的九年一貫數學課程綱要繼承了前一版（暫行綱要）在數學溝通方面訂立的能力指標，它屬於所謂五大主題的「連結」主題，其中標立了9項能力指標。舉例來說，第1項是：『能了解數學語言（符號、用語、圖表、非形式化演繹等）的內涵』。每一項都在附錄中予以說明，而第1項的說明是：『語言是用來溝通數學內容用的，要溝通當然要了解該語言的內涵』。

    課程綱要不同於教育政策之處，在於綱要是一份指導教材與教法設計，釐清評量標準與目的的「操作型」文件，當教科書或考試題目有爭議的時候，綱要最好能像六法全書一樣，提供幾條可以具以明確判定曲折是非的條文。綱要不像政策，在概念上被容許說得比較廣泛；例如關於『表達、溝通與分享』的十大基本能力之一，其說明是：『有效利用各種符號（例如語言、文字、聲音、動作、圖像或藝術等）和工具（例如各種媒體、科技等），表達個人的思想或觀念、情感，善於傾聽與他人溝通，並能與他人分享不同的見解或資訊。』

    可能是因為以上原因，即將公告的96年九年一貫數學課程綱要修訂版，大量刪減了92年版的「連結」主題，其中關於數學溝通的部分全被刪除。不過，上述原因純粹是筆者個人的猜想，完全不代表綱要研修小組（共十人）的立場。92年版的綱要和96年的修訂版，都在各能力指標之下訂定分年細目，並詳細詮釋每一項分年細目，務必使得綱要成為一份「可用」的文件。在這個意義之下，關於數學溝通的能力與對應的課程內容與成效要求，似乎還需要更多的研究或者準備工作，才能以同樣的規格寫在綱要裡面。

    舉例來說，關於前述第1項數學溝通能力，我提議考慮以下國中一年級常見的問題：『哪三個連續偶數的和是264？』。學生面對這種問題時，必須瞭解數學語言中「偶數」是什麼？「連續三個偶數」是什麼意思？它們的「和」又是什麼意思？這是較基本的名詞理解，通常不是問題。這道題目也使用了一般語言『哪三個』，學生需分辨那是一般語言，而用在數學題目中表示要算什麼東西出來？最後，一個棘手的狀況是，教師在解題時通常會一開頭就說『設n為一個偶數…』，但是有些學生會問『為什麼可以假設n是偶數？萬一它是奇數怎麼辦？』。我們似乎不能把這種問題視為無厘頭，或者歸納為數學成熟度不夠，而是具體顯示了學生尚未掌握「數學用語的內涵」。

美國教育學界所考慮的數學溝通，比較著重於數學課堂中的口語溝通，不論是同儕之間的還是師生之間的。在他們的課堂文化裡，大家相信多說話總是好的，他們認為說話導致內省，而鼓勵（即使低年級的）學生「放聲思考」，就是一邊想一邊大聲說出來。老師們當然會歡迎放聲思考，因為那就等於大開方便之門，教師不必費心探索學生的內心世界和大腦裡的數學結構；前提是，假如學生真能毫無保留地放聲思考的話。

即使台灣的小學生也頗為活潑，小學教室至少比國中教室熱鬧得多，但我個人根據在中壢地區所進行的教室觀察，仍然懷疑把美式作風移植到台灣教室的成效。更何況別忘了兩地教育的一個基本差異：美國小學生的數學課時相當地長，大約是台灣正式數學課時的兩倍長—任何曾經嘗試溝通的人都知道，溝通是會花費大量時間的。更何況，溝通需要雙方依循某種可能不成文的規定，或者說默契。我們觀察到美國和日本的小學生，似乎和老師具備這種溝通的默契。在台灣的小學教室中形成這種默契，需要多久時日？

因此，在台灣教育環境內的數學溝通，恐怕還是著眼於數學的讀寫能力比較實際。數學讀寫的終極形式就是定義敘述、定理敘述和證明。在九年一貫階段，可以利用平面上基本幾何形狀，利用自然數的基本分類與性質，來練習定義和定理的敘述（讀與寫）。

往更小處著眼，學生應該有能力正確地紀錄計算或推理的過程。記錄某種算術過程時，應該用一連串的等號，例如 
17×27＝17×(30-3)＝510－51＝460－1＝459
每個等號的左右兩側都是數值相等的算式，這一串等號紀錄了運用自然數的算術性質變化算式的過程。學生經常不寫等號，或者在等號兩側沒有保持等量的關係。但是在記錄另一種算術過程時，譬如以等量公理或移項法則解方程式，卻不該把兩個步驟用等號連接起來，最好在等式與等式之間寫一些指明邏輯關係的文字。例如寫：

4x-3=5等價於 4x=5+3=8，所以 x=8/4=2。
大部分教師就以獨立的一列一式來記錄解題的過程，這種習以為常的呈現方法，或許削弱了學生的數學溝通能力。

這似乎是教學現場的一個共同意見：自從學測與基測不考（書寫）計算證明題之後，學生的數學讀寫能力似乎降低了。根據筆者對自己孩子的觀察，也贊成這個意見。如果數學溝通指的是使用數學用語的溝通，那麼計算與證明就是數學作文：它也有自己的文體、格式、典範與美的判斷。自古以來，作文似乎只有一種學習途徑：多讀多寫；讀要讀經典，而寫可以從臨摹入手。在我們這個社會，大家心知肚明，不考作文就等於廢棄作文，廢棄作文而還要談重視溝通，就顯得有點浮誇了。

會議觀察心得─兼談PISA測驗與日本經驗

就在我們即將啟程赴日本參加APEC數學教育會議之際，恰好看到了一項關於台灣學生在國際數學測驗中表現優異的消息：台灣學生在PISA 2006的數學類別中「奪冠」。回國後不久，又在報紙的一個角落看到一份不太醒目的報導：日本在這一份測驗中排名第10。日本的第10名成績雖然不算太壞，但是自詡為科技強國的日本，不可能不在意這個指標。報導中說日本教育界正在熱烈討論這件事情。

以下我介紹PISA測驗，提出一個對台灣的啟示，簡述他們為「數學素養」所下的定義，並以三道試題為例，表現他們如何測試「數學溝通」能力。

PISA簡介

PISA (Programme for International Student Assessment) 是經濟合作與發展組織 OECD (Organisation for Economic Cooperation and Development) 從1997年起針對15歲在學學生所做的跨國評量測驗。為何一個經濟組織要研議教育議題呢？簡單地說，因為經濟發展需要人才，而人才需要教育來培養與訓練。第一次的PISA 2000測驗著重於閱讀，第二次的PISA 2003則著重於數學，第三次的PISA 2006著重於科學；而再下一次又會輪回閱讀。跟TIMSS比起來，PISA關心的年齡層稍微高一點，是15歲的青少年。台灣並沒有參與前兩次的PISA，但是參與了PISA 2006。

PISA測驗鎖定學生的年齡層，而不在乎所屬的年級或學制。例如PISA 2006的受測母群體是1991年1月1日至12月31日之間出生的在學學生。PISA首先從所有可能收容15歲學生的學校中抽樣，台灣有245所學校被抽中，在學制上包括高中、高職、國中、五專、進修補校等，在地域上也按人口比例分佈於全島。各校被請求列出所有民國80年度出生的學生名單，交給PISA用他們的抽樣公式選出40名受測。如果某校的15歲學生不足40名，則應全部受測。但是如果某校有超過15%的受測學生缺席，則該校變成無效樣本。與我國的大型考試不同的是，學生「應該」帶計算器應試。

其實PISA測驗也不是對「世界」各國執行。PISA是OECD主辦的，OECD是由歐洲經濟合作組織 (OEEC) 改組而來。OEEC 成立於二次戰後的1948年，旨在促進戰後歐洲經濟的復甦。1961年，原來的西歐18國加上美國和加拿大，改組成立了OECD。這20個會員國是當時世界上最富裕的國家，因此俗稱「富國俱樂部」。後來陸續加入了其他國家，例如日本 (1964) 和南韓 (1996），目前有30個會員國。雖然也包含像墨西哥這種看起來不太富的國家，但是基本上OECD還是被認為是「富國」俱樂部。最初的PISA測驗只有在25個OECD會員國中舉行，例如墨西哥沒有參加。後來，PISA 2003增加為包括全體會員在內的41國，及至最近的PISA 2006有58國（或地區）參加評比。掛在China名下的就有台灣、香港和澳門三地，而中國本身則在北京、天津和山東濰坊舉行了小規模的「試測」，並沒有正式加入評比，因此在量表上看不到。在TIMSS測驗中總是表現優異的新加坡，始終沒有參加PISA。
PISA測驗的目的並不在於個別學生的能力評量，而在於地區性整體表現的探測，並企圖為各國教育甚至社會狀況找出問題，作為設計教育政策的參考。所以除了學科試題之外，PISA也有關於學生背景和學校特色的調查問卷。PISA題庫非常龐大，又分成閱讀、數學和科學三類，即使每個學生的受測時間長達三個半小時：包括學科試題2小時以及調查問卷35分鐘，仍然不可能讓個別學生做全部的問題。所以試題也是以抽樣理論分配給全體學生，每個學生被指派的試題不盡相同。

PISA 2006對台灣的啟示

PISA聲稱2000年的測驗「重點」是閱讀，2003是數學，2006是科學。這是什麼意思？觀察PISA 2003的官方報告，在大約300頁的報告正文當中，只有大約30頁的一章講述閱讀和科學兩方面的測驗結果，其他可以說都在談數學測驗相關的事實、統計與推論。為何2003的數學資訊遠比另外閱讀和科學豐富？這可能是那一屆測驗施測的數學類題目（包括學科試題與調查問卷）佔了最大的比例，而受測學生中被指派數學題目的人數也佔最大比例（這一句話是作者的臆測）。在這個認識之下，讀者應該明白PISA 2006的「重點」是科學，所以應該更注意這份測驗在「科學」類的施測結果與相關的評鑑報告。台灣學生在「科學」類的表現也很好，用一個數據來化約：第四名（科學類的前三名是芬蘭、香港和加拿大）。

但是名次實在是過於簡化的數據，如果一個過程如此嚴謹、耗費如此大量人力物力的國際測驗，最後只給了我們一個「名次」數據，那也實在太可惜了。其實PISA的評量目的絕不是替世界各國做個數學大競賽的排名，而是要做橫向（國際）與縱向（每三年一次）的比較，並為各國提出可能在教育政策上需要留意的問題。因此，PISA報告中列出了許多種表格，以許多種不同的問題角度來呈現資料。
那麼，除了名次，我們還看到什麼？名次是以平均成績來排序的。且不論成績是怎麼決定的，這是另一個有趣的操作面問題（各國所用的文字不同，而PISA有需要書寫與人工閱卷的問題）。我們在所有的統計課程中，總是諄諄教誨學生：平均數不是全部的故事，它甚至可能誤導。稍後我們舉一道PISA 2003的數學試題為例，那一題的測驗目的就在於平均數所可能造成的誤解。經常跟平均數配合在一起解讀的數據是標準差，它表現資料的分散程度。PISA 2006數學類前四名的平均分數，其實都在伯仲之間，在統計上並無顯著分別，依序是台灣549，芬蘭548，香港和韓國同分547。第五名荷蘭 (531) 就和前四名有顯著差別。在前四名裡面，芬蘭的成績分散程度最小：標準差81，香港和韓國都是93，而台灣最大：103，這是PISA 2006數學測驗中第三大的標準差！整體的標準差是92。這個數據吻合了最近經常有學者提出的，關於成績分佈雙峰化（Ｍ型化）的現象。PISA 2006的數據雖然不見得等於雙峰化，但至少提示我們，相對於其他國家，我們更需要注意數學能力分散的情形。
    雙峰的成績分佈並不直接等於社會的不公平性。但是如果高分的那一峰總來自於某種社經地位的家庭，而另一峰總來自於另一種，那就是更值得留意的警訊了。恰好PISA也透過調查問卷做了這方面的統計。PISA 2006提供一份量表，顯示學生成績與其家庭之社經文化地位的相關程度。在這裡，高相關性可以被解讀為社會的流動性較低，而低相關性則可以被解讀為憑著個人天賦或努力而成功的機會較為均等。台灣的情況雖然並不嚴重，處於這份量表的中間，不算高也不算低。但是，值得留意的是，韓國、日本、香港和澳門，甚至於歐洲的芬蘭和瑞典，都有比我們更低的相關性。台灣在這方面和歐洲的英國、奧地利、瑞士等地屬於同一等級，但是我們的國力與社會福利能否與這些歐洲國家並駕齊驅？這是大家都可以想想的問題。

    台灣少年在國際數學測試中的表現確實是首屈一指的，而這份測試也為我們揭露了幾個現在可能還不太嚴重的問題，如果能夠早期發現早期治療，才能讓這份國際評量發揮最大的效用。

PISA的數學溝通評量
設計PISA國際測驗的團隊，想必瞭解「考試領導教學」的效果，而我也認為他們顯示了如此的企圖心。在他們的PISA 2003報告中，並非只是闡明命題內容、評分定義與統計程序，並且陳述測驗結果而已；他們也闡述自己的教育理念，並在這份理念的哲學方針之下設計測驗。例如，所謂「素養」一詞來自英文的literacy，字面的意義只是「讀與寫的能力」；而PISA定義「數學素養」為：
當面臨關於數量、形體、關係與不確定性等數學觀念的狀況，運用知識與技能而提出、解決或解釋問題的時候，能夠有效地分析、推論和溝通。
而PISA希望能夠評量「素養」。我興味盎然地發現，OECD這個以經濟學者、銀行家和企業家為班底的國際經濟組織，做起教育的時候，確實讓人嗅到不同的氣息；簡單地說，他們顯得更實際。

我很高興看到PISA的理念中出現了我們正在綢繆的關鍵詞：溝通。既然如此，正好透過他們的報告，特別是實際的測驗題目與評分標準，看看這批務實的人，怎樣在PISA測驗中落實數學溝通的定義與評量。
    PISA將以數學方法解決問題的程序稱為「數學化」(mathematisation)。數學化通常分為三個階段，我國的中學數學教師也都知之甚詳。第一階段是瞭解狀況並設計數學模型，例如設定未知數和寫出方程式之類的國中生功課。第二階段是單純的數學，包括了計算與演繹，在數學內部就數學模型而推論；這也是在數學課堂中投注最多時間與心力的部分。第三階段是解讀數學推論的結果，國中教師通常稱這個步驟為「寫出答案」。

PISA並不關心在數學化前端與中段的溝通問題，他們著眼數學溝通的角色於整個數學化過程的後端，這包括將數學計算或推論的結果轉譯成可以用來解決原本問題的程序或方法，也包括解釋或辯證 (justification) 這份結果；終極的辯證就是證明 (proof)。或許可以這樣解釋：如果問題已經用數學形式或清楚的情境描述寫出來，則「了解題意」這類前端的過程，需要的是一般的閱讀能力與數學本身的訓練（例如知道什麼叫做「偶數」，什麼是「和」）；而中段過程裡的數學計算與演繹，則屬於數學能力本身的訓練（例如把條列的計算寫得正確而清楚）。這兩者都可以附會地認為有數學溝通的成分，但是PISA更關心在「解決問題」的最後階段所需要的數學溝通能力：轉譯與解釋。

既然PISA把數學溝通放在數學化的後端，顯示他們認為數學溝通能力的發展，晚於基本計算能力與處理例行問題的能力發展。這反映在PISA的評分標準裡。PISA以六個等第評量學生的能力，愈高愈強。前兩個等第根本不列溝通能力，從第三等第起才開始評判其溝通能力。從第三等第：能夠簡短地報告其結果與推理過程，漸次提高到第六等第：能夠精確表達其推理及省思過程，並能解釋數學結果針對原本問題的適用性。

數量、形體、關係與不確定性等四種數學主題各自有其能力分佈，但是差不多有 5% 的學生達到最高等第，而總有略高於半數的學生達到第三等第。換句話說，幾乎半數的受測（15歲）學生屬於相當基礎的前兩個等第（甚至於不到第一等第），這些人被認為還沒有發展數學溝通能力。台灣的情況想像中應該比國際平均要好一些，例如名列前茅的芬蘭、荷蘭、韓國與港澳地區，經常有 10% 以上的學生達到第六等第。

以下我列舉幾個PISA的題目和評量標準，作為具體的範例。一個數量主題的題組說：新加坡的美琳要到南非三個月，她需要兌換新幣(SGD)與南非幣(ZAR)。當她出發的時候 1SGD=4.2ZAR，她兌換3,000新幣，問拿到多少ZAR？這是第一等第的問題。當她回來的時候，要換回剩下的3,900ZAR，但匯率變成 1SGD=4.0ZAR，問她能換回多少新幣？這卻是第二等第的問題。這三個月的匯率從 4.2ZAR 變成 4.0ZAR，使得美琳獲益還是損失？書寫回答並需說明理由。這就是一個明顯的數學溝通測驗了，它列為第四等第。

[image: image1.emf]另一個屬於不確定性主題的題目：某電視播報員展示右列圖表，並說『這張圖顯示1998至1999年間的搶劫犯罪數量暴增』。請問播報員的說法是否為這張圖的合理解讀？如果學生能夠轉換成比例觀念，或者辯論是否暴增要看更多年的數據來判斷趨勢，以指出播報員的不合理，則被認為具備第六等第的數學能力。如果不能採用相對增加率的數學語言，而僅在絕對數值上反駁（只在五百多件當中增加了八件左右，並不算「暴增」）則被列為第四等第。

下面這個不確定性的問題則顯示PISA對第五等第的想法。以下圖表顯示A、B兩組學生的測驗成績，50分為通過測驗的門檻。因為A組平均62.0分而B組平均64.5分，老師說B組表現較優。如果妳是A組學生，該怎樣辯駁，說明其實A組較優？如果學生能夠指出A組有一筆偏離(outlier)資料，或者說A組通過測驗的人數比較多，則被評定為第五等第的數學能力。
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日本經驗
日本的第10名成績雖然不算太壞，但是自詡為科技強國的日本，不可能不在意這個指標。而根據PISA的縱向比較，日本更需要留意了：日本的PISA數學類平均成績，從2000年的第一名 (557分)，變成2003年的第四名 (534分)，到2006年的第十名 (523分)。因為PISA的量尺分數，總是把平均分數調整到500分左右，因此跨年的成績比較是有點意義的（台灣這次的冠軍成績是549分）。日本的文部科學省並不避諱這個問題。事實上，他們並沒有採用平均成績當作指標，而採用了另一個所謂「數學活用能力」指標；在那個指標下，日本的排名跌得更慘。看來日本官方並沒有想要粉飾太平的意思。

台灣的社會受日本影響很深。不管我們有沒有知覺，也不論我們是不是願意，發生在日本的事情，總是不久之後就發生在台灣。我最喜歡舉的例子是7-11的成功。因此，在某種程度上，日本就像我們的水晶球：看到他們有狀況，實在應該哀衿而勿喜，趕緊檢討自己。非常簡化地說，縮短授課時數，淺化數學課程標準，乃至於提倡「快樂學習」，日本都走在台灣前面。對於這個議題，台灣民間自覺的反應似乎比日本早，也比日本強烈，具體的表現就反應在補習事業的蓬勃成長上。而台灣的數學教育政策，也比日本早開始檢討並調整方向，具體的作為就是2003年底公布的九年一貫數學領域課程綱要。

我恰好在此次會議中觀摩了他們的『授業研究』數學教育方法，在現場看了四場教學演示，三場在國小，一場在國中。這是APEC資助的一個數學教育計畫，我在去年八月首次接觸，當時在泰國觀摩，還不夠直接，但我已經有這樣的意見：「教師和學生投入那麼多資源，費了那麼多工夫， 卻可能在教學的內容上失去重點，甚至令人失望」。這次在日本的觀摩，實在覺得更不對勁。以下我簡略地說明。

一堂六年級的課，標題是「百分比的使用」，老師卻在一口袋子裡放了外形相同的白球四顆與紅球兩顆，讓學生抽其中的兩顆出來，經過一番實驗與討論，獲得結論，重複抽了許多次之記錄當中，大約有54% 的實驗抽中兩顆白球，只有 3% 的實驗抽中兩顆紅球。這是個很簡單的離散機率問題，其實在授課現場，幾乎不可能忠實地以實驗表現理論上的機率。我並不明白，在小學六年級，為什麼要繞道組合與機率來講百分比的使用？

一堂五年級的課，教師拿出一張預先畫好方格點的平板（類似正方形方格紙，但是沒有線只有鉛垂與水平線的交點），讓同學將相鄰的格點連起來，圍出一塊面積為5（個正方格）的區域。經過許多討論，讓學生發現，如果那個區域的內部沒有方格點，則區域的邊界上一定有12個方格點。如果發揮想像力，圍出外形比較特殊的區域，使得內部包含一個方格點，則邊界上就會有10個方格點。如果更特殊一點，讓區域的內部有2個方格點，則邊界上必定有8個方格點。其實教師在引導學生發現一個離散數學中的定理。在課後的分組討論中（我恰好擔任某一組的主席），大家都問：這堂課的教學目標是什麼？學生獲得了什麼？事實上，當教師宣布下課的時候，許多學生楞在座位上，彼此說的日語我聽不懂，但是看起來他們也在懷疑：這堂課我學到了什麼？

另一堂五年級的課，教師以1, 4, 7, 8四個數放在最下層，讓學生「堆」起一個數塔：第二層的三個數是最下層相鄰兩數的和，第三層兩個數是第二層相鄰兩數的和，第四層一個數就是第三層兩數的和。例如以下是兩種數塔：
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教師想要引導學生發現，某些塔的頂層是3的倍數。但是她一開始佈題時就有疏忽，使得用1, 4, 7, 8這四個數堆起的數塔，最上層只要是3的倍數就一定是6的倍數。因此，一開始課堂就陷入困境，學生指出那些是6的倍數，教師很難說服學生，它們是3的倍數。她想要導引學生看出來，如果底層四個數依序是a, b, c, d，則頂層的數是 (a+d)+3(b+c)，因此，只要兩側的數a和d加起來是3的倍數，則頂層就一定是3的倍數。這個問題需要分配律的高度認識。當時，全班只有一位小男孩瞭解了題目的意思，並且能夠解釋。事實上，這位小朋友可以說「證明」了上述理論。但是，即使教師請他講解，然後幫他講解，仍然顯示全班沒有第二個小朋友理解這個道理。課後分組討論的時候，大家都稱那位男孩為「今日英雄」。

我難以避免地將那四場教學演示的觀察經驗，與日本學生的PISA 2006數學平均成績聯想在一起。我想，如果『授業研究』已經使得「創新」或「創意」教學發展成這樣：似乎為了滿足教師自己成就感的成分大於滿足教學目標的成分，把學校的授課變成了『夏令營課程』（林長壽院士的話），整體而言的教學效果，實在是值得懷疑的。

當然我明白，教學演示多少有一點「誇飾」的可能，普通的日本課堂可能並非如此。有些人或許會說我的樣本太少不足為訓，但也有可能說這是見微知著一葉知秋。總之，教師的教學不只是滿足自己的好奇心而已（當然如果滿足更好），完成教學目標才是一個不可妥協的基本道理吧。
附錄：台灣的會議報告─英文版

Reflections on Mathematical Communication
from Taiwan Math Curriculum Guideline and PISA 2003
Chang-Shou Lin, Su-Chun Lin and Wei-Chang Shann

In this essay we present our thoughts on mathematical communication. We will confine the meaning of mathematical communication in the mathematics classrooms, and argue that if it is going to be in the mathematics curriculum then it must have clear guideline for instruction methods, teaching materials and assessments. We discuss the role of mathematical communication in Taiwan’s government Mathematics Curriculum documents, and seek for practical insights from PISA 2003 test problems and grading guides. Our APEC project will be designed for grade 6 or 12 year-olds, we will consult PISA 2003 (which is designed for students of age 15) and come up with matching ideas.

Mathematical communication for the mathematics classrooms

One who lives in a society cannot avoid communication. He is either expressing himself or tries to understand expressions of other people. Education takes the responsibility to help children and young adults to grow into the society, so it is quite natural that education must take some care about communications. And the community of math educators has also some thoughtful discussions on mathematical communication in particular, starting from 1—6 graders and extended to secondary schools. We will learn much of the expertise most renowned mathematics educators in this symposium. And here we report some thoughts from the local and practical point of view.

    When people talk about mathematics, when someone write about mathematics, for instance an article of public interests on the most beautiful identity of mathematics, that is exp(i*Pi)+1=0, or even a (Japanese) fiction on the expression doctor loved most, and when people read the articles or fictions, they are all some manner of communication and they are all about mathematics. However, this general sense of mathematical communication is too broad to discuss in the context of mathematics education. It might end up with pointless if we consider too much about this broad sense of mathematical communication. On the contrary, we should consider the mathematical communication as one of the competence that can be taught and learned in a curriculum. In this sense, the mathematical communication under discussion shall be a target or subject of mathematical teaching and learning. That means, among other things, it happens between teachers and pupils in a classroom, it must have instruction methods or suggestions, it better has texts, examples, role models or teaching materials, and in some sense this learned ability shall be measurable.
Mathematical communication in Taiwan’s mathematics curriculum guideline
The government document for mathematics curriculum guideline (grades 1—9) has been modified or revised quite often in the recent years. The current document was originally issued in Nov, 2003, which preserved some statements about mathematical communication proposed by the previous edition. The document categorized the mathematics curriculum into five subjects; among them was the connection subject which had 9 targets for mathematical communication. For instance, the first target for mathematical communication was “Understand the comprehension of the mathematical language, such as symbols, terms, tables, graphs and informal deductions.” Such a statement of curriculum target was not clear enough for textbook writers, neither for teachers and parents, to understand and to implement. Therefore in the appendix the document composed a list of elucidation (explanations and examples) for each target. 

The elucidation for each item of mathematical learning target was completed with examples and do-s and don’t-s; we can say that they are quite clearly put and fairly straight forward to follow. Unfortunately the elucidations for the mathematical communication targets were not as clearly written, and hence were not very helpful. For instance the explanation for the first target was: “Language is necessary for the communication of mathematical contents. Of course one has to understand the language in order to communicate.”
    We think the curriculum guideline (or standard) is different from an education policy or philosophy in the sense that the former is an operational document. It may not be as precise as a mathematics text, but it shall be at least as precise as a legal document. Textbooks, teaching materials, classroom activities and, most concerned, assessment problems, shall be able to refer to this document for their proper conducts. In case of controversial situations, the document shall be the source to settle the different points of view.

    It is in the foregoing sense that the statements, together with their elucidations, for mathematical communication were considered not proper for an official curriculum document. Therefore they are temporarily concealed in the most recent revision of the document in late 2007. More knowledge, and hence more studies, are necessary to make this subject clear enough to be considered a mathematics learning subject or target. Our APEC project is expected to offer a little bit help.
Emphasizing the written mathematical communication
There are suggestions on the merits of oral mathematical communication that takes place in classrooms, either between teach and students or among students. It seems American pupils are more verbal then ours in Taiwan (it seems Japanese pupils are quite verbal in the classrooms too). Although pupils in elementary schools are much more active and willing to share their opinions then their elder brothers and sisters, it is still doubtful that the oral communication could be a norm in Taiwan classrooms. Teachers may ask students to think out loud, however, it is to certain degree against the value of this society. We understand that teachers might welcome pupils to think out loud, for in that case they don’t have to make the efforts to probe the students’ minds. However, pupils at young age may not be able to express their thinking effectively, and teachers may fail to listen their minds verbally.

    One of the other two concerns about oral mathematical communication is: It takes time. Everybody knows that communication, especially the deeper ones, takes time. Public schools of California have almost twice the hours for mathematics then those in Taiwan. This is one of the most serious constraints for communications in depth in the classroom. According to the lesson study videos of this APEC project, Japanese teachers almost always run out of time when there are profound communications in the classroom.
    And finally we also concern about the teachers training. It also takes time to educate teachers for adopting the oral communication skills, classroom management skills and time management skills.

    To conclude, we think for the recent future, it is not practical to motivate oral mathematical communications in Taiwan classrooms. It is more practical, and we think it is more urgent, to motivate written mathematical communications in the mathematics curriculum (including assessments). It is one of the good traditions that are vanishing. The ultimate form of mathematical writing is to write down the statements of definitions and theorems, and to write a proof. Since the abandon of written problems in national examinations, students’ abilities of writing (and also reading) are thought to degrade very soon.

    There are not much formally to write for elementary school mathematics. However, a good manner is of great worth for the future. One of the aspects to emphasize is the logical and meaningful recordings of arithmetic procedures. For instance, to write a sequence of equal signs in 17×27＝17×(30-3)＝510－51＝460－1＝459, pupils often fail to present the equal sign (fail to write the sign or fail to keep the quantities equal). However, in the situation of solving an equation shall be written with meaning words to connect the equations. For instance, since 4x-3=5 amounts to 4x=5+3=8, by dividing 4 on both sides we have x=8/4=2. Some pupils may add improper equal signs at wrong places, and many pupils simply write the equations consecutively without understanding what they are deducing. Teachers’ writings on the blackboards or lecture notes may help a lot as role models for students to follow. And it may not take too much effort to ask teachers adopt a better (more logical and meaningful) way of mathematical writing.

Mathematical communication in the three phases of mathematisation

PISA 2003 uses the word mathematisation for the multi-phase process of solving problems mathematically. The front phase involves the understanding of problem, and transformation from reality situations to mathematical models. The inner phase is purely mathematical, one solves a mathematically formulated problem by mathematical methods, including calculation and deduction. The final phase is to interpret the mathematical result back into the reality.

    There are ingredients of mathematical communication in the front phase. For instance, a common problem says “What are the three consecutive even numbers with the sum 264?” This is a mathematical problem, one needs not the transformation. A basic level of communication ability is to link the daily language consecutive into its mathematical meaning. And one has to understand the mathematical terms even and sum. A more interesting communication problem is when someone presents a solution by first saying “Let n be an even number …”, and someone might ask something like “How can you let n be an even number? What if it is odd? Why n must be even and cannot be odd?” What can a teacher do when some student asks this kind of question?
    The communication involved in the inner phase is to write arithmetic and logic expressions properly, for instance the writings demonstrated in the previous section. Although ultimately one is expected to write a mathematical proof for the communication of his mathematical reasoning, it is neither necessary nor practical to develop this level of abilities under grade 9.

Mathematical communication in PISA 2003
PISA talks about mathematical communication in some core principles of their test design. For instance, they define mathematical literacy as the capacity of students to analyze, reason and communicate effectively as they pose, solve and interpret mathematical problems in a variety of situations involving quantitative, spatial, probabilistic or other mathematical concepts. They try to design a test that measures the mathematical literacy of 15 years-olds. PISA’s idea of communication focused on the final phase of mathematisation which, they think, involves some form of translation of the mathematical result into a solution that works for the original problem context, a reality check of the completeness and applicability of the solution, a reflection on the outcomes and communication of the results, which may involve explanation and justification or proof.
In my opinion, it is not surprise to notice the economists, enterprisers and bankers based OECD takes a more practical approach for the PISA test. They care much about the outcome, the result and the final solution (even with compromise). I am also glad to learn that PISA provided a practical definition of their idea of mathematical communication by describing their problems and grading standards.
    PISA divides students into six levels of proficiency. As communication belongs to the final phase, it is supposed to be developed later then the routine operations. There is no assumption of communication abilities for levels one and two. The communication abilities start at level 3: develop short reports on their interpretations, results and reasoning, and gradually upgrade to level 6: precisely communicate their actions and reflections regarding their findings, interpretations, arguments, and the appropriateness of these to the original situations. The descriptions will be more concrete when we inspect samples of problems and grading standards.

    Sample 1. A problem in the subject of quantity. Mei-Ling from Singapore was preparing to go to South Africa for 3 months as an exchange student.She needed to change some Singapore dollars (SGD) into South African rand (ZAR). There are three problems in this set. 

1. Mei-Ling found out that the exchange rate between Singapore dollars and South African rand was:1 SGD = 4.2 ZAR. Mei-Ling changed 3000 Singapore dollars into South African rand at this exchange rate.How much money in South African rand did Mei-Ling get? This is a level 1 problem. 

2. On returning to Singapore after 3 months, Mei-Ling had 3 900 ZAR left. She changed this back to Singapore dollars, noting that the exchange rate had changed to: 1 SGD = 4.0 ZAR. How much money in Singapore dollars did Mei-Ling get? This similar question becomes a level 2 problem.

3. During these 3 months the exchange rate had changed from 4.2 to 4.0 ZAR per SGD. Was it in Mei-Ling’s favour that the exchange rate now was 4.0 ZAR instead of 4.2 ZAR, when she changed her South African rand back to Singapore dollars? Give an explanation to support your answer. This is obviously a question that requires communication. It is considered level 4.
    Sample 2. A problem in the subject of uncertainty. A TV reporter showed this graph and said: “The graph shows that there is a huge increase in the number of robberies from 1998 to 1999.” Do you consider the reporter’s statement to be a reasonable interpretation of the graph? Give an explanation to support your answer.  

Students are expected to say no to the reporter. If one can deny the reporter by converting the absolute counts to relative rates, or if one points out that we need more data of previous years to actually judge about the trend, then he is considered to have level 6 of proficiency. If one can say something like an increment of 8 out of 500 is not considered huge, he is considered level 4.

Sample 3. Another problem of uncertainty which shows PISA’s idea of level 5. The diagram shows the results on a science test for two groups, labelled as Group A and Group B. The mean score for Group A is 62.0 and the mean for Group B is 64.5. Students pass this test when their score is 50 or above. Looking at the diagram, the teacher claims that Group B did better than Group A in this test. The students in Group A don’t agree with their teacher. They try to convince the teacher that Group B may not necessarily have done better. Give one mathematical argument, using the graph that the students in Group A could use.
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    If one can point out the distorting effect of the outlier in the results of Group A, or he can argue that more students pass the test in Group A, then he is considered at level 5.

    PISA provides a set of good examples for the assessment of mathematical communications. However, it aims at 15 years-olds. We think there are feasible materials and test problems in this manner that are suitable for students of grade 6. In our APEC project, we would like to design a lesson for teachers of 6 graders that will effectively teach mathematical communication with test problems to measure the progresses.
