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第 貳 章 文獻探討 

第 一 節 數學素養 

根據十二年國民教育理念與目標，課程的學習內容與學習表現應以「核心素養」

做為發展方向，以培育十二年國教的學生所應具備的基本且共同的素養 (教育部，

2014) 。本研究所發展之「數學識讀文本」即以十二年國教數學領域課程綱要 [數學領

綱] 所符應之「數學素養」為設計文本的依據。「核心素養」與「數學素養」兩概念的

源起與發展各有脈絡，亦曾分別發展，無明確的首從關係；儘管如此，兩者的基本立

場和總體目標，卻是相容的 (單維彰，2016) 。本文僅從「數學識讀文本」之發展需求，

探討「數學素養」的精神與內涵。以下，在個人學習過程中，針對「數學素養」應達

成的整體目標，本文謂之宏觀理念；而為達成此一理念，所有可實踐之數學內涵，本

文謂之微觀解析。 

一、 「數學素養」的宏觀理念 

「素養」一詞，中文本有。民國 57 年實施九年一貫國民義務教育，可以說是臺灣

教育發展史的一大里程碑，在教育上自有深遠的意義與價值，而那一年劃時代變革之

一就是小學階段的學科名稱，從「算術」改成了「數學」 (單維彰，2016)。水心在

1968 年寫的一句話，似也簡潔地說明了何以有此名稱改變的理由：「由於數學知識本身

之急遽增加，因而對於現代公民應有的素養，提出了比以前更大的要求 (水心，1979，

頁 160)」，這一段文字可算是為臺灣的數學教育揭開了「素養」說法的序幕。到了 1972

年統計圖表首度進入臺灣的中學課程 (國中二年級) ，陳冒海  (1989) 詮釋其意義為：「統

計圖表之判讀是針對國民應有數學素養而設計的」。緊接著 1973年公告的《高中數學課

程標準》則明確指出「素養方面、訓練方面、應用方面」的課程目標，其中數學素養

被解釋為「了解數學的一般內容、方法與意義」(單維彰，2017)。到了 1995 年高級中

學課程標準則有「提升高中生人文與科學素養」的說法 (教育部，2005，頁 599；鄭章

華、單維彰，2015)。上述文獻說明了臺灣的數學教育在國小、國中、高中階段開始關

注並使用「數學素養」的理念已超過半個世紀了，只是當時的「素養」還未發展成專
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門化的教育術語，更白話地說，大概也只是意指一般人平常就應具備的「知識水平」

(單維彰，2018c)。 

蔡清田 (2020) 認為「素養」是指個人為了健全發展成為一個健全個體，必須因應

社會之複雜生活情境需求，所不可或缺的知識 (knowledge)、能力 (ability) 與態度 

(attitude)。可見「素養」一詞，會因強調的內容不同、發展脈絡不同，而有了不同的詮

釋。「素養」做為教育的特定觀念並賦予專門化的定義，是外來的 (單維彰，2016)，最

廣泛與之對譯的英文是 Competence、Literacy 或 Proficiency，以下分述其源。 

1997 年 OECD 委託「素養的定義與選擇」研究案（DeSeCo：Definition and 

Selection of Competencies）[OECD/ DeSeCo]，即直接使用了「key competence」一詞。 

Competence可以直譯為「能耐」，它長期以來是人力資源管理 (HR：Human Resources，

簡稱人資) 領域中的用語，所以更注重學習所得的能耐 (單維彰，2016)。洪裕宏 (2011) 

也提到一份德國的報告中，將 Competence 定義為「knowledge × experience × power of 

judgment」。在這裡，知識是 Competence 的基礎，經驗是知識應用在問題之解決的過程，

判斷力則是行動的依據。統整而言，Competence 可以被瞭解為認知、能力或技能的表

現，當然也包含情感、情緒及價值判斷與選擇的能力，若依此看，Competence 對譯於

「素養」是恰當的。 

Literacy 來自於國際學生能力評量計畫 (Program for International Student Assessment 

[PISA]) 之中對於數學評量內容的定義 (詳細定義內文可參看本研究 1 頁)。PISA 也是

OECD 所推動主導的計畫，同樣是在描述數學的知識、技能和行為表現，卻不使用

Competence 而改用 Literacy，透露出主事者將數學視為一種語言 (單維彰，2016)。

Literacy 的原意是識字與讀寫能力，此概念不含聽與說的能力，因為它原指母語而非外

語，能流利聽與說的人可能是文盲，不能算是具備了 Literacy，而將基礎數學視為一種

語言，做為一切學習的基本工具，所以 Literacy 傾向於泛指文字與數字的特定基礎能力

（讀、寫、算）。為了細緻探討「素養」的外來概念，以下暫時將 Mathematical Literacy

譯作「數學識讀」。 

至於 proficiency 一詞，相對於歐洲的 OECD 以「能耐」、「識讀」概括稱呼數學教

育的預期成效，美國各州共同核心標準數學科 (Common Core States Standards—

Mathematics [CCSS Math]) 的說法則是 proficiency (National Governors Association et al., 
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2010, p.6)，暫譯為「精練」（精通熟練），較有特定能力之精熟表現之義。CCSS 以八種

行為表現定義數學精練 (mathematically proficient)：(1) 洞察問題並堅毅求解 (make sense 

of problems and persevere in solving them)，(2) 抽象與量化推理 (reason abstractly and 

quantitatively)，(3) 以理服人並可批判他人論述 (construct viable arguments and critique the 

reasoning of others)，(4) 以數學建立模型 (model with mathematics)，(5) 有策略地使用適

當工具 (use appropriate tools strategically)，(6) 力求精確 (attend to precision)，(7) 探尋並

善用結構 (look for and make use of structure)，(8) 敏察重複並尋思其規律 (look for and 

express regularity in repeated reasoning) (Ibid, pp. 6–8)（作者譯）。而這八項數學精練的

行為規準，來自於美國國家研究委員會 (NRC, 2001) 對數學精練所提的五個面向，如本

文第 2 頁所列。 

不 論 是 中 文 的 「 素 養 」， 或 是 外 來 語 的 「competence」 或 「literacy」 或

「proficiency」都顯得較為不易介定。單維彰 (2016) 認為 Competence 與 Literacy 雖都有

「能力」之意，前者較為綜合性與一般性（知識、技能與行為表現），而後者傾向於特

指基礎能力（讀、寫、 算），至於「proficiency」，基本上也是「能力」，但意指較為專

門化的能力 (professional)，而且意指因為精熟而產生的有效性 (efficiency)，亦可說此三

者之表現都在「能力」之上。 

其實，在西方的數學教育發展脈絡中，Competence 一詞可追溯至 1944 年美國數學

教師學會 (NCTM) 的戰後計畫委員會 (NCTM , 1970/2002, p. 244; NCTM, 1945) ，文中記

錄了美國二戰後對於代數 (Algebra) 有一個明確的目的——幫助軍隊和工業界應對戰爭，

因此數學教育者希望幫助學生認識到一般公民生活中對代數的需求。下文即為該報告

文之部分內文：  

The arithmetic of the elementary school can be and must be improved. The high 

school needs to come to grips with its dual responsibility, (1) to provide sound 

mathematical training for our future leaders of science, mathematics, and other 

learned fields, and (2) to insure mathematical competence for the ordinary affairs of 

life to the extent that this can be done for all citizens as a part of a general education 

appropriate for the major fraction of the high school population. (研究者加註字型) 
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該報告提出改善從小學到大專最後一年的數學教學的建議，認為小學的算術必須提升，

高中的需求則需要負起兩種責任： (1) 為我們未來的科學、數學和其他學術領域的開拓

者提供良好的數學訓練，(2) 就所有公民而言，確保其具備足以應付日常生活事務的數

學能耐，而上述課程是適合大部分高中生的一般性教育。當時委員會即要求學校應盡

可能確保所有高中學生達成「數學能耐」。隨後加拿大即開始沿用 (Jablonka & Niss, 

2014) 此說法。是故「數學能耐」是強調完成學業之後所具有的能力，故「數學能耐」

此一專門術語可說是為「數學素養」提供了第一個範式。 

至於 PISA 的評量理念將 Competency 改用 Literacy，1 探究此專門化定義的意涵，

是將數學視為一種語言，它跟母語和外語一樣是學習與溝通的基礎媒介 (鄭章華、單維

彰，2015)。在 NCTM 1989 第 5 頁內容中，亦直接使用數學識讀和有數學識讀能力的學

生 (mathematically literate students) 這樣用語，而且並未加以定義，這說明此術語概念在

當時已普及化，並已接受 mathematical literacy 做為數學教育的專門術語。NCTM 1989

也明確提出五種服務所有學生追求數學素養的總體目標：2 學習珍視數學、對自己的數

學能力充滿信心、成為數學問題解題者 、學習用數學溝通，以及學習數學化推理，可

以看出這些目標皆在強調個人在數學領域中的實踐指標。 

到了 1995 年「國際教育學習成就調查委員會」 (International Association for the 

Evaluation of Education Achievement, [IEA] ) 所舉辦的第三屆國際數學與科學教育成就趨

勢研究 (Trends in International Mathematics and Science Study, [TIMSS] ) ，首次針對中學

生的科學識讀 (scientific literacy) 表達「每個國家應能培養所有在校學生，在離開學校

之後能應用數學和科學知識來應對生活的挑戰」。數學識讀的學習從個人數學能力培養、

 

1 針對數字的讀寫和計算能力，英文本來就有相對 literacy（識字與讀寫能力）的字 numeracy（識數與筆

算能力），而 PISA 不直接用 numeracy 而另造 mathematical literacy 的原因顯然是它的評量內容不僅是數

與量，還包括形體、代數、變化關係與不確定性。數學教育學者將 Mathematical Literacy 和

Mathematical Competence 都轉譯成數學素養。(鄭章華、單維彰，2015) 

2 數學素養的五個總體目標英譯依序如下：(1) They learn to value mathematics、(2) They become confident 

with their ability to do mathematics、(3) They become mathematical problem solvers、(4) They learn to 

communicate mathematically、(5) They learn to reason mathematically 
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欣賞數學價值之外，增加了從數學習得的能力運用於生活中的溝通與解決問題，並強

調「數學識讀」已不僅僅只是具備數學學科能力，更重要的是能將數學做為解決生活

中問題的良好工具，同時「數學識讀」也代表與觀察、描述、解釋、預測行為或現象

的過程有關 (Dym, 2004; Haara et al., 2017)，而在英國的數學課綱也同時採用了「數學識

讀」這個用語 (Department for Education, 2013)。 

OECD 所主持的 PISA 始於 2000 年，至 2003 年數學首次成為主要評估領域，PISA

為此制定了完整的數學素養框架，當時的定義為：「個人在現實生活中識別和理解數學

的能力，指出數學素養即為具有建設性、關心和深思熟慮的公民，能在生活上運用數

學作出有根據的判斷與決策之能力」(OECD, 2004)。接著在 2012 年，PISA 再次提出數

學素養的重點應在於「……積極地參與數學，旨在數學推理和使用數學概念、程序、

事實和工具來描述、解釋和預測現象」(OECD, 2013) ，其中特別強調學生在積極地解

決問題的過程中，應包含三個主要程序︰「制定數學」、「使用數學」及「解釋數學」 

(OECD, 2013) 。至此，PISA 數學素養似乎明確呼應了 Arcavi (2003) 對於數學識讀的新

定義：(1)  以數學方式表述現實世界的問題； (2)  使用數學來解決以數學方式表述的問

題；然後  (3)  解釋和評估現實世界中的數學結果。 

到了 2018 年，OECD 宣布 PISA 2021 將修改數學識讀的定義為：「個體在各種真實

世界的情境脈絡中，進行數學推理，並透過形成、應用、詮釋數學以解決問題的能力，

包含運用數學概念、程序、事實與工具，來描述、解釋和預測現象。數學素養促進個

體瞭解數學在世界中所扮演的角色，並促使個體作出有根據的判斷與決策，此乃成為

具建設性、投入性與反思力的 21世紀公民所需」 (OECD, 2018) 。直至 2022年 PISA (原

定 2021 年實施，因全球新冠肺炎疫情延後一年) ，更將數學素養評量全面性分成三大

向度：數學推理與解決問題 (數學建模) 、數學內容、真實生活情境中的挑戰，並強調

數學素養即為具有反思性的公民在參與社會相關重大議題時，能理解數學在世界所扮

演的角色，並作出有根據的判斷與決策的能力 (OECD, 2019) 。這些呼籲代表了開始重

視數學在不同領域的有用性和解決問題能力的意識，也更進一步地強調數學識讀與公

民之間的聯繫。 
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而臺灣數學教育領域中的「數學素養」開始普遍使用，則是源自於 2006 年開始加

入由 OECD 主辦的 PISA 的評量測驗。教育部提倡的十二年國民基本教育，亦以素養概

念統整過往教學中所強調的知識、技能和態度 (曾志朗等，2017) ，其中的數學素養就

是培養學生成為理性溝通、社會參與的國民重要素養之一，也因此是重要的基礎教育

課程目標 (左台益等，2018，頁 35) 。再看李國偉等 (教育部，2013，頁 7) 主張： 

數學素養指個人的數學能力與態度，使其在學習、生活、社會與職業生

涯的情境脈絡中面臨問題時，能辨識問題與數學的關聯，從而根據數學知識、

運用數學技能、並藉由適當工具與資訊，去描述、模擬、解釋與預測各種現

象，發揮數學思維方式的特長，做出理性反思與判斷，並在解決問題的歷程

中，能有效地與他人溝通觀點。 

由於曾志朗等 (2017) 採用 literacy 當作「素養」的對譯英文，而且李國偉等 (2013) 

對數學素養所做的解釋，顯然呼應 PISA 的數學識讀定義，從此之後，mathematical 

literacy 便成為我國「數學素養」的對譯英文，沿用至今。只是臺灣數學教育社群表達

「數學素養」的時候，仍然可能引用「能耐」和「精練」當中的概念細項 (單維彰 ，

2019)，這些論述皆明確說明數學素養呼應了 OECD (2018) 對於積極參與社會及重視將

學校裡所學的數學應用於日常生活中的面向。 

另外還有人倡議新素養  (new literacy)：隨著科技的進步，學校不再是學習知識的

唯一途徑。就像 Coiro 與 Dobler (2007) 主張數位閱讀理解比紙本閱讀理解需要更多能

力，這包含了適應網路與科技變化的學習力，所以新素養已包含了訊息定位 (locate) 、

批判性評估 (critical evaluation) 、訊息整合 (integration) 、以及溝通分享。而這樣的新素

養亦應融入數學教育中，因為「能力」、「知識」與「理解監督」，這三者是彼此交互影

響的關鍵 (柯華葳著／陳明蕾編，2022)。亦如 PISA自 2012起，除了評估學生的閱讀素

養、數學素養與科學素養外，每次評測都會再加測一項素養能力 —— 2012 年加測解決

問題能力，2015 年加測合作式解決問題能力，2018 年則加測全球素養，使得評量情境

變得更加廣泛且更貼近日常生活，藉此評估學生是否能運用自己的知識與技能來解決

現實生活中的問題 (陳盈如等，2022) 。顯然對於數學素養的定義，除了聚焦在數學學

科知識的獲得，以及數學問題解題能力之外，已經開始考慮數學素養的其他維度。 
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但不論是數學素養，抑或是新素養，透過時代的演變以及數學教育的發展，我們

理解「數學素養」是會為了適應時代需求或數學知識的發展而改變的，是會隨著時代

的流變與時俱進的。我們預期數學素養愈成功的人，愈能善用數學工具做出有根據的

判斷，亦愈能適應社會的變化，這是具建設性、投入性及反思能力的公民所需應具備

的 (Thriling & Fadel, 2009; OECD, 2022; Kristanto & Santoso, 2020) 。所以，觀之數學素

養的宏觀理念，就是「數學素養」是一個得以讓個體運用數學知識為基礎，並有自信

地應用相關知識解決日常生活問題的有機體。而素養導向之課程的最終理想目標即是

養成能隨著社會變遷、時代演進，而不斷學習以支持個體改變得以適應世界的學習能

力。 

二、 「數學素養」的微觀解析 

如前文所述，「數學素養」是理念，一種能力展現的理念，那麼學習者應依據哪些

指標或內容達成這樣的理念？ de Lange (2003) 認為要釐清數學素養內涵，應先了解數

學的組成究竟為何，亦即「數學素養」的微觀解析。de Lange 將數學學習內容區分為

數量 (quantity) 、空間與形狀 (space and shape) 、變化與關係 (change and relationships) 、

以及不確定性 (uncertainty) ，這四部份也成為 PISA 2022 評量所採用的架構 (OECD, 

2018) 。其中，數量就是我們需藉由理解一些量化的各種表徵，如「大小」、「多少」、

「長短」等這些數量來解釋周遭的環境；不確定性所包含的特定數學概念像資料呈現、

以圖表表現資料、用平均數或中位數等數值描述資料，或由資料獲得的推論等；變化

與關係通常可以用數據 (包括表格) 、符號、和圖形表徵並自由地轉換，以及瞭解察覺

基本的關係和變化；空間與形狀則包含察覺形狀與模式、瞭解形體的動態變化、或形

體在二維平面及三維空間的表徵及其對應關係，以及在空間中進行有目的的移動等。 

從這四類知識內容出發，de Lange 描繪出數學素養的關係架構圖，如圖 1，其中的

箭頭即指上一層的知識概念可由下一層的知識概念來養成。舉例來說，「空間素養 

(spatial literacy) 」 可由「空間與形狀」的知識養成，或是說「空間素養」能力可藉由

「空間與形狀」的訓練而習得；數的素養 (numeracy literacy) 可由數量的知識養成；至

於量的素養 (quantitative literacy) 則需要數量、變化與關係和不確定性 (uncertinty) 的知
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識養成，並需要數的素養支持。而最終的數學素養，即可藉由空間素養、數的素養和

量的素養達成。 

圖 1     

數學素養關係架構圖 

 

譯自 Mathematics for Literacy, by de Lange  (2003)  

僅管 de Lange 描繪出數學知識對數學素養的關係架構圖，但 de Lange 並沒有說明

他所謂的 literacy  與學習內容之間有何差別？因此，要在課程中實踐數學素養，則需更

明確的描述，就像 NRC (2001) 主張「數學熟練程度」概念，具體描述有關個人思維的

知識以及監控個人理解和問題解決活動的後設認知能力，是與善用各種解題策略及適

性的推論有密切的關聯 (左台益，2018；NRC, 2001) ，認為每位成功的數學學習者的方

法，可透過五個面向學習：(1) 概念理解，指各數學概念間的整合性及功能性中樞；(2) 

程序流暢，指對於程序性知識的瞭解以及如何適當使用程序知識，以及彈性、準確而

有效率地、合適地運用程序性知識及執行的過程技能；(3) 策略運用，指能夠形成、表

徵和解決數學問題的能力；(4) 適性推論，指能夠在概念及情境間進行邏輯性思維的能

力；(5) 建設性傾向，是指將數學視為有理、有用且有價值的學問，並且相信自己有能

力且願意努力成為有效率的學習者，以及數學知識的實踐者。前述五個學習面向，又

稱為五股數學力，說明概念的理解及程序的流暢扮演重要的輔助角色。同時學習者如

果無法學會監控和調整自己的學習過程，知識基模將無法完整地建構，也無法轉化學

習經驗以幫助新知識的學習，影響正確學習方法的建立。在這裡，前四者可視為能力

的表現，第五項的數學力已超乎了慣有的數學精熟表現，取而代之的是強調個人特質

的心智能力、意向取向以及態度表現。 



 

21 

 

另外， Steen (1997) 提出數學素養涉及十個要素：對數學的信心、對數學文化的欣

賞、能解釋數據、能邏輯思考、能做出決策、對上下文中數學的理解、對數字有敏感

度、具有實踐技能、擁有先備知識及代數符號的能力。Graven 與 Venkat (2007) 亦簡單

指出數學素養的關鍵能力在於能理解內容與上下文之間的脈絡關係。Jablonka 與 Niss 

(2014) 則具體提出數學素養應具備特定數學構面的八種「能力」，分別是：數學式思考、

數學布題與解題、數學建模、數學式推理、數學表徵、處理數學符號和形式、數學溝

通、利用輔助工具；後來，Niss 與 Jablonka (2020) 在數學教育百科全書之「數學素養」

單元中，也以這八種「能力」作為數學素養的詮釋 (陳盈如等，2022)。國內學者左台

益等 (2018) 也統整出數學素養的三面 15 項要素，如表 1。 

表 1     

數學素養之要素 

建模歷程 數學識能 (左) 3 內容知識 

形成 溝通 數與量 

應用 數學化 代數 

詮釋 表徵 幾何 

評估 擬定策略 機率統計 
 符號使用  

 推理論證  

  工具使用   

(引自左台益等，2018，頁 42) 

將表 1 與上述內容比較，不難發現 de Lange 數學素養的知識關係架構，可對應於

左台益等人的「內容知識」構面；Jablonka 與 Niss (2014)  所指數學式思考，即為數學

化的能力與應用，再加上其餘七種能力，皆可涵蓋於左台益等人的「數學識能 (左)」

與「建模歷程」構面下。 

 

3 表 1 中的「數學識能」是指左台益等 (2018) 的用語，為避免混淆，在本文中記作「數學識能 (左)」，

與本研究將要定義的「數學識能」評量是不同的概念。如下一節所述，本研究將以「知行識」做為課

程架構，而課程包括評量，所以對「知行識」三個向度皆須有評量規準，本研究「知行識」各向度的

學習表現分別稱為「知能」、「技能」和「識能」，並據以設計評量規準。 
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綜觀所述，我們可以說「數學素養」的宏觀理念就是能夠將習得之數學能力轉化

成為解決問題的有效工具，為需探究或不確定的訊息進行評估預測，享受與時俱進的

學習樂趣，養成面對生活的挑戰與自信的一種信念與力量。而「數學素養」的微觀解

析，則是為達成此一宏觀理念所應學習之數學課程。本研究所發展之「識讀文本」及

其課程即在於實踐「數學素養」之微觀解析。而「知行識」即為有助於實踐此微觀解

析之課程架構，企圖實現「數學素養」的宏觀理念。 

第 二 節 「知行識」課程架構 

十二年國教總綱開宗明義地將「核心素養」 定義為「一個人為適應現在生活及未 

來挑戰，所應具備的知識、能力與態度」(教育部，2014，頁 3)。然數學領綱的研修團

隊認為「知識」和「能力」都是可以在十二年國教課程裡次第發展的學習目標，但是

「態度」的層次較高，可以說是十二年國民基本教育完成之時的總體目標 (單維彰，

2016)。亦如前文所述，在數學素養的學習內容中，也內含較高層次的認知，甚至包括

賞識 (appreciation) 、信念價值等情意面向，因此「態度」向度不容易直接用來做為數

學課程或教材設計的架構。基於此，「前導研究」提出以數學素養為核心理念，以「知

行識」做為各階段課程的架構，以便「容易讓教科書編著者、教學者、評量者，都能

了解課程設計的方向，使課程整體與實際執行之間能夠順利銜接」(林福來等，2013，

頁 30)，如圖 2 所示，透過數學的「知行識」滾動，育成國民基本數學素養。 

圖 2     

12 年國教數學課程架構  

  
(取自林福來等，2013，頁 31) 

在「知行識」三者中，前二者可對應核心素養的「知識、能力」，而「識」即在數

學課程設計的考量之下取代了「態度」。關於「知行識」的詮釋，單維彰 (2018a) 的描

述，值得全文引述如下： 
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