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數學識讀文本發展與研究 

以七年級的負數與分數單元為例 

摘要 

本研究之目的在於發展一套培育數學素養之「數學識讀文本」，在七年級學生正要進入

抽象思維學習的階段，以「負數」與「分數」內容作為文本發展之主要典範課題。本

研究分為三個研究主題： 

研究一，以目前巿面上流通的三版本國中數學教科書，作為研究對象，分析教科書中

「負數」與「分數」教材內容在「知行識」向度之內涵。研究結果有三：1. 三

版本之「知行識」向度內容分布有趨同現象，「知」向度內容占比皆大於 70%、

「行」向度占比皆大於 62%、「識」向度占比皆小於 24% ，且「知行識」三個向

度的題目分布比例並未因版本的不同而有所差異 ( 𝜒2＝ ..877   𝑝 > .05  未達顯著

水準)；2. 三版本之「識」向度內容有獨立布題趨勢，且識向度內容偏少；3. 教

材設計觀點影響布題形式。 

研究二，以 ADDIE 設計模式針對「分數」單元進行「識讀文本」開發歷程研究。研究

結果有四：1. 文本內容設計避免過多專業術語或模糊問語；2. 依循「執行評量

報告」設計模式可監督修正文本之預期目標；3. 以視覺操作以及單位分數引入，

可以為分數知能與技能的學習提供一致性的操作機會，以生活應用問題提供解

題的表徵能力，連結分數與幾何創作概念提升識能學習，並提供閱讀素養欣賞，

建立對分數學習的自信；4. 識讀文本設計採用多元的評量模式，可具體觀察學

習的障礙與改變。 

研究三，以準實驗法針對「負數識讀文本」進行實徵研究。研究結果有二：1.實驗組在

「負數識讀文本」學習之後，在前後測之負數素養表現具顯著差異，其中「識

能理解」由 3..% 上升至 2..8%，「錯誤理解」由 11.7% 下降至 2.4%，同時藉由

多變量共變異數分析，檢驗「知」、「行」及「識」 後測之結果，顯示實驗組在

「識」後測之平均數，顯著高於對照組，而在「知」與「行」方面，兩組則無

顯著差異；2. 針對負數學習過程中的「負號分離」（detachment from the minus 

sign [DFMS]）學習障礙，負數識讀文本得到具體的改善佐證。 

本文根據三主題之研究結果，對識讀文本在教學上之應用提出建議。 
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Mathematical Literacy Reader Development and Validation:  

A Case Study on Negative Numbers and Fractions in Grade 7 

Abstract 

The purpose of this study is to develop a set of "Mathematical Literacy Reader" to cultivate 

mathematical literacy among grade 7 students who are entering the stage of abstract thinking. 

The main research focus of this study is on the development of texts concerning "negative 

numbers" and "fractions." The study Consists of three major topics: 

1. Research One: Three versions of junior high school mathematics textbooks currently 

circulating in the market are analyzed as research objects to analyze the content of "negative 

numbers" and "fractions" in terms of "Zhi(to know), Xing(can do), Shi(make sense of)". 

There are three results: (1) There is a convergence in the distribution of content across the 

dimensions of "Zhi, Xing, Shi" among the three versions. The proportion of content in the 

"Zhi" dimension is all above 70%, in the "Xing" dimension is all above 62%, and in the 

"Shi" dimension is all below 24%. Additionally, the distribution of items across the three 

dimensions did not differ significantly across versions (𝑥2=5.987, p>.05). (2) There is an 

independent trend in the distribution of content in the "Xhi" dimension across the three 

versions, with a tendency towards less content in the recognition dimension. (3) The 

perspective of reader disign influences the format of the questions. 

2. Research Two: Using the ADDIE design model, a research process for the development of 

"literacy reader" for the "fractions" unit is conducted. There are four results: (1) Design of 

textual content avoids excessive use of professional terminology or vague questions; (2) 

Following the " Performance Assessment Chart " design model can supervise and revise the 

expected goals of the text; (3) Visual operations and the introduction of unit fractions can 

check and inspire consistent operational learning of fraction knowledge and skills, provide 

problem-solving representation ability through real-life application problems, connect 

fractions with geometric creation concepts to enhance literacy learning, and provide 

appreciation of reading literacy to build confidence in learning fractions; (4) The design of 

literacy reader adopts a multivariate assessment mode, which can observe learning obstacles 

and changes concretely. 

3. Research Three: An empirical study on "negative number literacy reader" is conducted using 

quasi-experimental methods. There are two results: (1) After learning "negative number 

literacy reader", there is a significant difference in the performance of negative number 

literacy between the pre-test and post-test in the experimental group, with "Shi 

understanding" increasing from 3.5% to 25.9% and "misunderstanding" decreasing from 

11.8% to 2.4%. At the same time, through multivariate analysis of covariance, it is found 

that the mean of the post-test of "Shi" in the experimental group is significantly higher than 

that of the control group, while there is no significant difference between the two groups in 

terms of "Zhi" and "Xing"; (2) Evidence of concrete improvement is provided in the 

"negative number literacy reader" for addressing learning obstacles in the process of learning 

negative numbers, such as detachment from the minus sign [DFMS]. 
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Based on the research results of the three major topics, suggestions for the application of literacy 

texts in teaching are proposed in this paper. 

 

Keywords: 
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Visual Operations  
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第 壹 章 緒論 

第 一 節 背景 

十二年國民基本教育的課程綱要總綱 [12 年課綱]，開宗明義即說明其教育願景為

「成就每一個孩子 —— 適性揚才、終身學習」，意在倡導課程設計應以個人主體為發

展起點，透過「核心素養」培育，讓個人潛能得以適性開展，進而運用所學使個人及

整體的生活、生命更美好。為達成此願景，12 年課綱擘劃「核心素養」為課程發展之

主軸 (教育部，2014，頁 3)。所謂的「核心素養」，就是「一個人為適應現在生活及未

來挑戰，所應具備的知識、能力與態度」 (國家教育研究院，2021) ，也可說是融合認

知、技能和情意，經內化後的綜合表現。依據「核心素養」所設計的課程與教學，即

謂之「素養導向」課程。所以 12 年課綱所倡導的素養導向課程，即強調以學生為中心，

重視認知 (求知、應用、推理) 與情意的學習展現 (國家教育研究院，2021；林福來等，

2013) ，並期望學生得以活用所學的知識、技能與態度，並透過實踐力行而成就自己的

全人發展。 

面對 12 年課綱的「素養導向」，主要目的是希冀學習者在完成十二年國民教育之

後，能於各自的學習、工作、生活領域中，提升其個人的生活與品質。那麼數學領域

的數學素養課程該如何與之呼應？先看看國外的近似主張，例如：美國數學教師學會 

(the National Council of Teachers of Mathematics  [NCTM] ) 1878 年明確提出五種追求數學

素養的總體目標：學習珍視數學、對自己的數學能力充滿信心、成為數學問題解題者、

學習用數學溝通以及學習數學化推理。又如 2017 年經濟合作暨發展組織 (Organisation 

for Economic Co-operation and Development  [OECD]) 宣佈修改其數學素養為：「個體在

各種真實世界的情境脈絡中，進行數學推理，並透過形成、應用、詮釋數學以解決問

題的能力，包含運用數學概念、程序、事實與工具，來描述、解釋和預測現象。數學

素養促進個體瞭解數學在世界中所扮演的角色，並促使個體作出有根據的判斷與決策，

此乃成為具建設性、投入性與反思力的 21 世紀公民所需」 (OECD  2017) 。這些主張呼

應了重視數學在不同領域的有用性和解決問題能力的意識，也更進一步地強調數學素

養與公民之間的聯繫。 
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基於 NCTM 和 OECD 對於數學素養的提綱，數學教育應如何落實「素養導向」這

樣的理想目標，或是學習者應具備哪些的「數學素養」能力？本研究整理出以下三種

主張：美國國家研究委員會 (National Research Council [NRC]  2001) 主張數學素養即

「數學精練 (mathematical proficiency)」概念，包含五個面向，(1) 概念理解 (conceptual 

understanding)、(2) 程序流暢 (procedural fluency)、(3) 策略運用 (strategic competence) 、 

(4) 適性推論 (adaptive reasoning) 以及 (.) 建設性傾向 (productive disposition) 。Arcavi 

(2003) 認為數學素養的能力即應具備：(1) 以數學方式表述現實世界的問題，(2) 使用數

學來解決以數學方式表述的問題，然後  (3)  解釋和評估現實世界中的數學結果。Dym 

(2004) 則認為數學素養是關於觀察、描述、解釋、預測行為或現象的過程。這些主張

不但指出數學在個體學習上可提供的功能，亦可做為個體在數學領域中的實踐指標，

或是所應具備之數學素養能力。 

是故，素養導向所設定的課程實踐，乃是期待學生能從各種情境脈絡中，培養探

索數學的信心與正向態度；培養好奇心及觀察規律、演算、抽象、推論、溝通和數學

表述等各項能力；培養使用工具，運用於數學程序及解決問題的正確態度；培養運用

數學思考問題、分析問題和解決問題的能力；培養日常生活應用與學習其他領域／科

目所需的數學知能；培養學生欣賞數學以簡馭繁的精神與結構嚴謹完美的特質 (林福來，

2021) ，從個人數學能力培養，進而將數學習得的能力運用於解決問題，或以數學做為

解決生活中問題的良好工具。 

然而這些學習面向在另一個層面也意謂著教師思維、或教法策略、抑或數學課程

的必須改變。但縱使教師可以根據相關教育理論，為學生準備完善的教學環境課程設

計與教學策略，仍無法保證能有良好的學習效果，因為教學效果的良莠，並非單方面

取決於教師的教學，也包含師生之間的互動學習 (張春興，2012)。楊德清 (2017) 認為

要改善當前的教育方向，最重要而且是最有效的方法就是數學課程的改變，因為它可

以改變教室的教學與影響學生的學習，進而產出具備獨立思考、創造力和批判思維能

力的學生。同時數學課程的發展，不僅可做為下一代傳遞文化的媒介，亦可改變與建

立更好的國民生活模式 (Pujiastuti & Haryadi  2023 ; Zaslavsky  2018)。 

12 年課綱公告之後，新的各領域課綱也在 107 年正式上路，即所謂的「107 課綱 」。

以數學為例，國中階段最明顯的不同就是從原本重結構的學科知識企圖解構重組，轉
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變為探究創造的應用知識，企圖讓學習者亦能將數學做為可以表達論述的溝通工具，

而這樣的轉變首當其衝的亦是教科書內容的改變。自民國九十一年國中數學教科書全

面開放以來，以目前巿面上所流通的三家甲、乙、丙版本，深耕至今都已有 20 年之久，

不論是知識內容、排版設計、周邊教材資源皆已完備。檢視各版本教科書內容，基於

市場導向、教師要求、審查制度等因素，其內容及呈現形式也都有趨同現象（張芬芬

等，2010；葉興華，2011）。三版教科書傳達知識、培訓技能的功能，亦確是游刄有餘。 

然而正如前文實踐數學素養的普遍共識，認為數學素養不僅是個體可以在現實生

活中理解和應用數學，亦能對其他領域的知識做跨域連結與整合。但就教科書而言，

不論是教材安排或課外補充，其內容是相對薄弱的。舉例來說：負數單元的學習，各

版教科書不外乎都是從生活經驗如溫度計的使用引進負數的應用，然後對於像收入的

盈虧即懂得以「+」或「−」表示，做為生活中的連結應用，在數線上表示正負號，藉

此說明相反量的意義，隨後即進行負數的四則運算。相對地並未提供學習者對負號本

身多元概念 (單元運算、二元運算、對稱概念) 連結的學習機會，以及負數的代數概念

訓練。 

又如分數單元的學習，在開始之初即介紹單位分數為分子為 1的分數，之後再無單

位分數的應用與練習，彷彿一個孤立的專有名詞。又或是在分數的四則運算學習，皆

以小學學習過的「分子×分子」、「分母×分母」一語帶過，接著即進行分數的四則運算

精熟演練。亦忽略了單位分數的再認識，可增加對分數乘法與分數除法意義的體認。

更重要的是，分數概念的理解影響著代數能力的發展 (Lortie-Forgues et al.  201.)。這些

都說明現行的數學教育方向仍是流於所謂的「學科導向」，較少有機會提供學習者體認

數學知識的意義連結與整合的「素養導向」，而這些未能在教科書上多元呈現的面向，

則為數學素養的課程設計提供了適切指引。 

觀之 12 年課綱的設計目的，實踐「核心素養」為其課程主軸，然而「核心素養」

又是「一個人為適應現在生活及未來挑戰，所應具備的知識、能力與態度」，此一理想

目標要落實在教學現場，就數學科而言端賴於數學素養之實踐指標。鑑於過往，不論

我國或各國在進行課程設計時，皆強調內容 (contents) 與能力 (skills、competence、 

literacy、practice) 兩大面向，上文所舉之例，縱使在傳達其知識內容或培養熟練能力，

這兩大面向仍也應有需連結之數學概念與知識體認。單維彰 (2017a) 指出，「知識」和
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「能力」都是可以在十二年國教課程裡次第發展的學習目標，而「態度」則應是十二

年國民基本教育完成之時的總體目標。而且就一般心理學而言，「態度」即包含了情感 

(affective)、行為 (behavioural)、認知 (cognitive)；或是與動機、 機會、價值觀與意識形

態有關 (單維彰，2017a)，故數學素養的「態度」實在難以明確成為「知識、 能力」以

外的獨立向度，也不容易做為學科領域課程設計和教學目標的指引。就如同黃嘉雄 

(2017) 為文指出素養導向教學不能將「核心素養直接做為日常的具體化教學目標」。 

為能積極具體實踐「素養導向」的「107 課綱」課程理念，林福來等 (2013) 在十二

年國民基本教育領域綱要內容前導研究 [前導研究]，即建議以「知行識」做為 12 年國

教素養導向教育的數學課程架構，以有別於以往的「認知、技能、情意」培養。前導

研究以中文的「知」、「行」、「識」來詮釋 12 年國教數學課程的內涵，便於「讓教科書

編著者、教學者、評量者，都能了解課程設計的方向，使課程整體與實際執行之間能

夠順利銜接」(單維彰，2017a)。林福來等 (2013) 對「知行識」基礎論述是：「知」就是

概念理解與概念間的整合、「行」就是對程序性知識的瞭解以及如何適當地彈性、準確

有效率地運用及執行的過程技能，「識」則內含有或者區分出認識、辨識與見識的較高

層次認知，甚至包括賞識等相信數學有益、認為數學美好、堅忍、勤奮等情意面向。 

在面對 21 世紀科技世代的來臨，不論是報章雜誌的深度專欄、傳播媒體的科學報

導、乃至網誌評論的獨立思考，都在傳達學習的知識不僅不再侷限於課本中或學校中

的教師傳授才能獲取，更多的知識是要在生活中獨立閱讀習得。所以「數學教材」亦

應該要從數學素養的觀點下，融入日常生活脈絡的關聯，得以轉身做為除了包含知識

內容與技能熟練與應用，提供教師傳道、授業、解惑的工具的功能，同時也應引導學

生在自主的生活空間中獨立習得或領悟數學之用、數學之美、以及體認數學知識的意

義連結與整合的學習機會，並提供與其他領域間的關聯性學習。 

上述目標看似艱困難行，然對於致力於數學教育的研究者而言卻始終未嘗懈怠，

諸如：國內研究，針對數學素養與課程探究有：單維彰 (2016)「素養、課程與教材—

以數學為例」、單維彰 (2021)「數學素養課程的轉銜」、單維彰 (2017a) 「論知行識做為

素養培育的課程架構」、游自達 (2016)「數學素養之意涵與其變遷」、鄭章華與單維彰 

(201.) 「素養導向之數學教材初探」、左台益等 (2017) 「臺灣、新加坡及巴西數學教科
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書中數學素養內涵之比較─以畢氏定理為例」。針對數學素養與教學探究有：郭明田 

(2021)「國中數學素養導向教學設計與學習成效之行動研究」，陳珮珊與秦爾聰 (2013)

「數學探究教學對國中七年級學生數學素養影響之研究」；針對數學素養與評量探究有：

陳金尚 (2016) 「國中數學素養之數位評量設計與探討」、陳玉芬與單維彰 (2022) 「數學

識能評量初探─以 7 年級分數主題為例」等。不論何種探究或研發，其目的皆在於找出

以數學素養為最終理想下的有效學習策略。 

國外研究部分，亦約略可分為二個面向，其一是利用 PISA (Program for 

International Student Assessment [PISA] ) 測驗和 OECD 對數學素養的定義 (OECD  1888、

2013)，或是針對 PISA測驗所收集的數據，由這些視角驗證自己國家中對數學素養教育

的發展和影響 (Areepattamannil  2014; Jürges et al.  2012; Roth et al.  201.; Stacey  201.)；

其二是將數學教育中的主題理論與數學素養的概念連結起來，則像前述 NRC (2001) 針

對數學素養提出的五種數學能力——概念理解、程序流暢性、策略能力、適性推論和

建設性傾向，並指出這些能力可以如何與 PISA 的關鍵目標 (關於學生在數學本身和更

廣泛的真實環境中應用數學知識和技能的評估) 做連結，或是 Gatabi 等 (2012) 應用單一

概念，如：「將數學建模視為數學素養的關鍵過程」，而數學建模的問題即源自於數學

以外的日常生活問題，學習者必須用數學術語表達問題，透過應用數學概念和過程來

解決問題，解釋解決方案以提供答案，並檢查答案是否足以回答原始問題。這些研究

的一個共同因素就是著眼從學校數學教學中進行數學素養的探究 (Chen & Chiu  2016)。 

由上觀之，不論是國內外研究，皆可發現諸多學者在探究數學素養的關注點上，

可以大至國家的數學教育方針，亦可細緻為學校教育中數學素養的養成，如教學策略

的設計、教學單元的探究、素養評量的編製、或是數學素養文本的銜接，這些都是在

面對數學素養為主流的教育潮流下，我們可以看到的努力方向。誠如相關文獻所提及，

改善當前教育方向，最重要且最有效的方法就是數學課程的改變，因為它不僅可以改

變教室的教學與影響學生的學習、亦是做為傳遞文化的媒介與建立更好的國民生活模

式。同時，在這樣的時空背景下，根據國內外的相關研究，我們看到可以如何從現今

教科書內容中，開發與實驗適當的數學素養之銜接文本的一道曙光。 

 

http://www.ater.org.tw/journal/article/11-9/free/08.pdf
http://www.ater.org.tw/journal/article/11-9/free/08.pdf
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第 二 節 研究動機 

教科書不僅是中小學階段最主要的教與學資源，也反映新世代國民的未來圖像 (陳

麗華，2007)，教科書既是教師於課室內主要的教學工具，也是具體呈現學生學習成效

的主要方式，或為教學及評量提供一個可依循的框架 (徐偉民，2013；Schmidt et al.  

2002)，教科書更可做為分析各國教育政策及課程制定的理想切入點 (左台益，2017，

Valverde et al.  2002) 。所以若希望教科書呼應課綱想傳達的「數學素養」，那麼必須先

瞭解教科書有多少「數學素養」的教育內涵。因此，對教科書進行分析是有必要的，

因為適切的數學課程設計與活動對於數學素養的發展至關重要 (Niss  201.)。 

 同樣地，我們也期待一種文本，以展現數學素養為目標」，或是以提升數學素養為

理念。如果課程理念與目標，能藉由文本設計而具體達成時，那麼此文本亦可成為教

科書之有力推手。所以這樣的文本，必須包含對於數學本身的意義理解，以及對於數

學做為供應社會所需的實用價值的體認 (水心，1878) 。換句話說，具備「數學素養」

能力的數學知識教材，除了包含知識內容與技能熟練與應用之外，亦聚焦於體認數學

知識的意義連結與整合的學習機會，以及數學與其他領域的關聯性及應用性。這樣的

文本，本研究將其稱之為「數學識讀文本」[識讀文本]，亦為本研究主要發展之目標。 

既是要設計一個可以體認數學意義的文本，就是要理解數學的語言，Hiebert 與 

Carpenter (1882) 認為，理解數學就是理解數學脈絡下所使用的數學符號語言。數學的

語言是符號、概念、定義以及定理，我們可以說它是一種世界的共同語言，正因為是

共通的語言，所以它需要有著大家可以共同遵循的規範或共同認可的表達方式，因此

它需要刻意學習。而「概念譬喻 (metaphor of object)」學習，即指出數學物件的譬喻可

做為形成數學概念的有效工具 (Sfard  2007)。此外，維高斯基 (Vygotsky  1786-1834) 的

符號學習理論核心思想正是符號語言學 (semiotics) 與中介 (mediation) 的概念 (Vygotsky  

1862)，Albert 等 (2012) 更認為維高斯基的符號學習理論非常適用於詮釋數學的學習情

境，因為數學的概念形成過程不可或缺的一部分就是涉及符號 (symbol) 的使用，如我

們可以使用(𝑥, 𝑓(𝑥)) 將函數對應關係轉譯為平面上的點坐標，理解它就是傳達一種概

念或是定義。理解數學知識就是能夠理解符號表徵的內在知識，而這些有結構性的內

在知識正需要透過外在表徵連結而習得。 
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然，對於專家 (數學家、數學教師等) 而言，不論何種類型文本都易於數學知識的

編碼 (陳述) 與解碼 (理解) 。例如： 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏 ，數學家在閱讀過程就已直接認知為

「變數 1＝常數 1 × 變數 2＋常數 2」，但對一般學習者 (泛指代數初學者) 而言，這樣的

一個式子，可能皆視為相同的英文字母符號且毫不相關 (Dostal et al.  2017) 。尤其負數，

是學生邁入國中學習階段遇到的第一個新檻 (Fuadiah et al.  2017) ，「負號」更是七年級

階段要學習的新符號。國內教科書中負數教學順序通常是：認識負數在生活上的應用，

諸如氣溫、方向或進退等二分法概念，然後由相反數、數線概念進入數的大小比較，

接著就是正、負數的四則運算 (洪有情，2023；陳宜良等，200.) 。雖然負數教學研究

也有很多都是嘗試將負數歸因於某種有意義性的行為，以解決負數的合理性問題 

(Altiparmak & Özdoan  2010) ，然而學生在學習負數時，還需要調適由自然數擴充到含

負整數、負分數、負小數等更大範圍的數的概念學習 (林保平，200.；Altiparmak & 

Özdoan  2010; Blair et al.  2012) 。舉例來說：負數學習的初學者，對於「負負得正」的

口訣可以朗朗上口，但面對 2 − (−5) 時，卻又顯得沒有自信，因為覺得為何讀音不同 

(陳玉芬、單維彰，2021)；甚至對於負數採直接字面解釋為負面 (不好) 的數。又或是負

號的多元意義，如性質符號、單元運算符號、二元運算符號，最終產生「負」號的身

分混淆，讓學習目標因為要處理有理數的減法運算而受到干擾 (Vlassis  2004)。再如

「負號分離」(detachment from the minus sign [DFMS]) 的學習障礙，像 5 + 2 − 4 + 8 ， 

有的學習者會優先計算「−」號後面的 4 + 8，得到 5 + 2 – 12，宛如「−」號不是針對

 4  這數字；這種障礙即根源於代數結構的學習缺乏 (Molina & Castro  2021)。Kilhamn 

(2011) 認為，若能在文本中有意識地透過適當的譬喻、觀察與溝通，在學習活動中有

目的地學習，將有助於負數概念的理解。 

再說分數的重要性。首先它有應用於日常生活中的實用性，比方說食譜配方的比

例、在已知的距離與時速下，計算抵達目的地所需的時間，或是每年繳稅額與年收入

占比等，這些都是在理解分數概念後可得到的便利性。除此之外，分數概念的理解亦

影響著代數能力的發展 (Lortie-Forgues et al.  201.)，像在 1877 年，國家教育進步評估 

(National Assessment of Educational Progress  [NAEP]) ，針對超過 20 000 名美國八年級

學生 (13 歲和 14 歲) 做評估：選擇最接近 
12

 13
+

7

8
 的整數是多少？選項為 1、2、18、21 
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和「我不知道」，結果只有 24% 的學生選擇了正確答案「2」，而最常見的答案是「18 」

(Carpenter et al.  1870)，這些都是阻礙了代數的能力與對計算的自信。 

「分數」的學習對初入國中的學生而言，雖然不是全新的概念，但仍有其學習上

的困難。比方說：在學習分數時，有一種學習偏見的障礙，即是對全數的認知偏見 

(whole number bias) (Gabriel et al.  2013; Yuan & Chen  2023)。那是基於分數 (有理數) 是

稠密性集合 (dense set) 、全數是離散集合 (discrete set) ，所以學習者會誤認為分數之間

也是有限個，如 
1

3
 到 

1

5
 之間只有 

1

4
 ；或是對於一個有理數只能有一種的分數表示概念，

無法轉化成等值分數；又或者將分數 
𝑎

𝑏
 視為二個全數，造成二個分數相加可以是分母

加分母、分子加分子，甚至對於分數的大小比較只關心分母的大小。 

另外，分數乘法與除法方式，所有教科書都是陳述 
分子

分母
×

分子

分母
=

分子×分子

分母×分母
  與「除以

一個不為 0 的分數，就等於乘以這個分數的倒數」的口訣後，即開始程序演練。至於

「為什麼要這樣」、「為什麼是這樣」、「為什麼學習它」皆未多加說明，雖然學生也總

是朗朗上口，可以機械地操弄分數計算，但往往是「知其然，而不知其所以然」 (楊德

清、洪素敏，2007)，導致不能有效運用分數，比方說，求出某數的 
3

4
 ，這時某數可以

先乘 3，再除以 4，或者先除以 4 再乘 3，這樣的表示法不應只是告知「分數相乘就是

分母乘分母，分子乘分子」或是「分數相除就是乘以倒數」( Brousseau  et al.  2004) 。

又或是遇到應用問題，無法透過敘述上的轉譯使得難度增加，或認為對於全數的認知

偏見，致使學生不能真的理解「分數」是「一」個數，而不是上、下二個數。這些對

於分數概念學習的不穩固，都會影響即將面對的代數抽象思維運算 (Thompson & 

Saldanha  2003)。諸如上述這些分數的表達方式，是有其多元想法要傳遞，而單位分數

正可以做為說明這些原理的策略之一。同時，單位分數也是分數運算程序中不可或缺

的基本能力。 

負數或分數的學習，都應強調數學知識脈絡下的理解與生活脈絡中的應用，而這

些正是呼應「素養導向」的課程理念。也讓學科與他們的日常生活背景（即個人、社

會和文化環境）聯繫起來，幫助學生了解他們正在學習的學科素材的意義，進而進行

創造性思維 (Johnson  2002) 。Selvianiresa 與 Prabawanto  (2017)  也認為老師將素材與生
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活連結之後的情境教學，學生可以積極地將所學內容與日常生活背景連結起來，從而

完整地理解，同時更易從連結的生活經驗中發現相關的概念。Ekowati 等 (2015) 在七年

級學生的正負數的乘法與除法研究中，說明教師提供情境脈絡的學習能使學生在學習

過程中更加積極，同時對負數概念的掌握程度也有所提高。對於七年級的學生而言，

他們尚未有能力可以自行意識到正確的數學概念 (或是迷思概念) 以及數學可以如何應

用。這些研究確實印證了在真實情境或自然脈絡中的學習可以提升數學素養，甚至也

包含了學習動機的提升 (Berns & Erickson  2001; Ekowati et al., 2015; Maryani & Widjajanti  

2020; Selvianiresa & Prabawanto  2017) 。 

Sfard (1881) 認為「負數」與「分數」的學習，可以透過對「符號語言」學習的理

解與掌握，運用「數線操作」與「語言譬喻」讓抽象的負數概念轉化成具體譬喻，連

結負數的多元性概念，並以「概念譬喻」進行負數的策略性教學，提出學習「負數」

時相關的概念思維。Saxe 等 (2007) 也認為數線可以幫助學生對於分數重要性的理解，

並且可將數線做為理解單位分數、全數與分數之間的關係、以及有理數稠密性等的工

具，例如：兩分數之間有無限個分數，或是雖然每個分數都是唯一的，但該分數可以

有無限多個命名 (即等價性)。此外，在國中數學教科書中從未使用如何從單位分數的

認識，進入分數的相乘或相除，或是以單位分數來表示一般分數時，進行擴分、約分、

分數等值概念等的技能熟練培養。在國中數學教科書中，亦未曾使用單位分數與面積

概念的連結，進而認識一般分數的面積表示法，學習幾何與代數的結合，提供學習者

對於分數的多元啟發與洞察，並提供賞識數學價值的機會。 

「分數」與「負數」兩單元實乃七年級學生初入學即面對的學習，而且「分數」

在數學領綱國中階段之學習內容 N-7-3 指標之後，數學課程再也不提分數，亦即學生若

不在此時確實掌握分數運算，則在數學課程中再也沒有專章的學習機會，只能融入其

他單元之內學習。上述相關議題，皆是研究者對於本研究之起心動念，本研究即企圖

運用「知行識」課程架構的實踐，發展一套著重數學知識的概念縱向連結、數學知識

跨域橫向整合以及強調溝通表達，以展現數學素養能力的「數學識讀文本」。 
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第 三 節 研究目的 

本研究之目的即在於發展一套培養數學素養識能發展之「數學識讀文本」，又基於 

上述對於負數與分數分析之重要性理由，該二個單元亦是剛進入七年級階段學生學習 

進入抽象思維的第一關卡，因此本研究選擇「負數」單元與「分數」單元做為探究的 

對象。又因涉及識讀文本設計，應於「知行識」觀點下發展七年級「識讀文本」的設 

計內容，故須先針對教科書中「負數」與「分數」內容進行分析。既是發展「數學識 

讀文本」，理應探究文本設計發展歷程之可行性，故以「分數識讀文本」，進行文本設 

計之實例發展的質性探究分析。然而如同前文所述，負數與分數皆為七年級學生需要 

學習抽象思維的單元，且負數單元又是學生邁入代數思維的第一個學習目標，是故本 

研究以「負數識讀文本」做為實徵研究對象，藉此探究此文本是否可以提升學生的數 

學識能，亦企圖在本研究中周延陳述負數與分數識讀文本之設計理念。 

基於前述理由，本研究目的分述如下：  

一、分析教科書中「負數」與「分數」教材內容在「知行識」向度之內涵。 

二、「數學識讀文本」開發研究—以七年級「分數單元」為例。 

三、 「數學識讀文本」教學成效實徵研究—以七年級「負數單元」為例。 

本研究希冀做為後續發展相關數學識讀文本之建議與參考，以及未來教科書在識

能設計上補強內容之輔助工具。 

第 四 節 研究限制 

本研究分析之國中數學教科書即目前國內現行使用的三個版本：甲版七上 (110 年

7月) 、乙版七上 (110年 7月) 、丙版七上 (110年 7月)  (洪有情，2023；張幼賢，2023；

陳冒海，2023)。此外本研究基於方便性抽樣實驗，研究對象僅止於新北巿立某公立高

中國中部七年級學生之實驗結果，無法做全面性推論。 

 



 

11 

  

第 五 節 名詞釋義 

1. 素養導向課程 

指為使學生得以發展核心素養，其所設計的課程與教學取向，即所謂的「素養導

向」課程。 

2. 數學素養 

指個人的數學能力與態度，使其在學習、生活、與職業生涯的情境脈絡中面臨問

題時，能辨識問題與數學的關聯，從而根據數學知識、運用數學技能、並藉由適

當工具與資訊，去描述、模擬、解釋與預測各種現象，發揮數學思維方式的特長，

做出理性反思與判斷，並在解決問題的歷程中，能有效地與他人溝通觀點」(李國

偉等 ，2013)。 

3. 數學識讀文本 (mathematical literacy reader) 

本研究所指的數學識讀文本，乃是根據素養導向目標，特別針對識能而設計的課

程實踐文本。指以書面呈現數學概念學習的印刷資料，並配合七年級之教科書 (包

含習作) 進度所編寫。目的在均衡呈現「知行識」向度的數學知識教材，亦即除了

包含知識內容與技能熟練與應用之外，更聚焦於體認數學知識的意義連結與整合

的學習機會，以及數學與其他領域的關聯性及應用性。 

4. 知 (to-know) 、行 (can-do) 、識 (making-sense-of)  

「知行識」乃林福來等 (2013) 提出做為 12 年國教素養導向教育的數學課程架構。

也是本研究之「數學識讀文本」欲達成數學素養實踐所依循之課程架構指標。前

導研究團隊認為「知識」和「能力」都是可以在十二年國教課程裡次第發展的學

習目標，但是「態度」的層次較高，可以說是十二年國民基本教育完成之時的總

體目標，建議以「識」取代「態度」做為課程設計與教材研發的指引，即透過

「知行識」的課程架構，實踐數學素養的理想與願景。 
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5. 知能 (knowledge)、技能 (capability)、識能 (sensibility) 

本研究根據「知行識」表現內容之描述通則，將「知行識」三個向度的具體學習表

現，分別稱之為知能、技能、與識能。 

6. 概念譬喻 

概念譬喻是詮釋一種符號或模型與概念之間的相關性，使之與個人內在無法看見的

思維做連結，亦為本研究所發展之數學識讀文本，所使用之文本設計策略之一。 
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第 貳 章 文獻探討 

第 一 節 數學素養 

根據十二年國民教育理念與目標，課程的學習內容與學習表現應以「核心素養」

做為發展方向，以培育十二年國教的學生所應具備的基本且共同的素養 (教育部，

2014) 。本研究所發展之「數學識讀文本」即以十二年國教數學領域課程綱要 [數學領

綱] 所符應之「數學素養」為設計文本的依據。「核心素養」與「數學素養」兩概念的

源起與發展各有脈絡，亦曾分別發展，無明確的首從關係；儘管如此，兩者的基本立

場和總體目標，卻是相容的 (單維彰，2016) 。本文僅從「數學識讀文本」之發展需求，

探討「數學素養」的精神與內涵。以下，在個人學習過程中，針對「數學素養」應達

成的整體目標，本文謂之宏觀理念；而為達成此一理念，所有可實踐之數學內涵，本

文謂之微觀解析。 

一、 「數學素養」的宏觀理念 

「素養」一詞，中文本有。民國 .7 年實施九年一貫國民義務教育，可以說是臺灣

教育發展史的一大里程碑，在教育上自有深遠的意義與價值，而那一年劃時代變革之

一就是小學階段的學科名稱，從「算術」改成了「數學」 (單維彰，2016)。水心在

1867 年寫的一句話，似也簡潔地說明了何以有此名稱改變的理由：「由於數學知識本身

之急遽增加，因而對於現代公民應有的素養，提出了比以前更大的要求 (水心，1878，

頁 160)」，這一段文字可算是為臺灣的數學教育揭開了「素養」說法的序幕。到了 1872

年統計圖表首度進入臺灣的中學課程 (國中二年級) ，陳冒海  (1878) 詮釋其意義為：「統

計圖表之判讀是針對國民應有數學素養而設計的」。緊接著 1873年公告的《高中數學課

程標準》則明確指出「素養方面、訓練方面、應用方面」的課程目標，其中數學素養

被解釋為「了解數學的一般內容、方法與意義」(單維彰，2017)。到了 188. 年高級中

學課程標準則有「提升高中生人文與科學素養」的說法 (教育部，200.，頁 .88；鄭章

華、單維彰，201.)。上述文獻說明了臺灣的數學教育在國小、國中、高中階段開始關

注並使用「數學素養」的理念已超過半個世紀了，只是當時的「素養」還未發展成專
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門化的教育術語，更白話地說，大概也只是意指一般人平常就應具備的「知識水平」

(單維彰，2017c)。 

蔡清田 (2020) 認為「素養」是指個人為了健全發展成為一個健全個體，必須因應

社會之複雜生活情境需求，所不可或缺的知識 (knowledge)、能力 (ability) 與態度 

(attitude)。可見「素養」一詞，會因強調的內容不同、發展脈絡不同，而有了不同的詮

釋。「素養」做為教育的特定觀念並賦予專門化的定義，是外來的 (單維彰，2016)，最

廣泛與之對譯的英文是 Competence、Literacy 或 Proficiency，以下分述其源。 

1887 年 OECD 委託「素養的定義與選擇」研究案（DeSeCo：Definition and 

Selection of Competencies）[OECD/ DeSeCo]，即直接使用了「key competence」一詞。 

Competence可以直譯為「能耐」，它長期以來是人力資源管理 (HR：Human Resources，

簡稱人資) 領域中的用語，所以更注重學習所得的能耐 (單維彰，2016)。洪裕宏 (2011) 

也提到一份德國的報告中，將 Competence 定義為「knowledge × experience × power of 

judgment」。在這裡，知識是 Competence 的基礎，經驗是知識應用在問題之解決的過程，

判斷力則是行動的依據。統整而言，Competence 可以被瞭解為認知、能力或技能的表

現，當然也包含情感、情緒及價值判斷與選擇的能力，若依此看，Competence 對譯於

「素養」是恰當的。 

Literacy 來自於國際學生能力評量計畫 (Program for International Student Assessment 

[PISA]) 之中對於數學評量內容的定義 (詳細定義內文可參看本研究 1 頁)。PISA 也是

OECD 所推動主導的計畫，同樣是在描述數學的知識、技能和行為表現，卻不使用

Competence 而改用 Literacy，透露出主事者將數學視為一種語言 (單維彰，2016)。

Literacy 的原意是識字與讀寫能力，此概念不含聽與說的能力，因為它原指母語而非外

語，能流利聽與說的人可能是文盲，不能算是具備了 Literacy，而將基礎數學視為一種

語言，做為一切學習的基本工具，所以 Literacy 傾向於泛指文字與數字的特定基礎能力

（讀、寫、算）。為了細緻探討「素養」的外來概念，以下暫時將 Mathematical Literacy

譯作「數學識讀」。 

至於 proficiency 一詞，相對於歐洲的 OECD 以「能耐」、「識讀」概括稱呼數學教

育的預期成效，美國各州共同核心標準數學科 (Common Core States Standards—
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Mathematics [CCSS Math]) 的說法則是 proficiency (National Governors Association et al.  

2010  p.6)，暫譯為「精練」（精通熟練），較有特定能力之精熟表現之義。CCSS 以八種

行為表現定義數學精練 (mathematically proficient)：(1) 洞察問題並堅毅求解 (make sense 

of problems and persevere in solving them)，(2) 抽象與量化推理 (reason abstractly and 

quantitatively)，(3) 以理服人並可批判他人論述 (construct viable arguments and critique the 

reasoning of others)，(4) 以數學建立模型 (model with mathematics)，(.) 有策略地使用適

當工具 (use appropriate tools strategically)，(6) 力求精確 (attend to precision)，(7) 探尋並

善用結構 (look for and make use of structure)，(7) 敏察重複並尋思其規律 (look for and 

express regularity in repeated reasoning) (Ibid  pp. 6–7)（作者譯）。而這八項數學精練的

行為規準，來自於美國國家研究委員會 (NRC  2001) 對數學精練所提的五個面向，如本

文第 2 頁所列。 

不 論 是 中 文 的 「 素 養 」， 或 是 外 來 語 的 「competence」 或 「literacy」 或

「proficiency」都顯得較為不易介定。單維彰 (2016) 認為 Competence 與 Literacy 雖都有

「能力」之意，前者較為綜合性與一般性（知識、技能與行為表現），而後者傾向於特

指基礎能力（讀、寫、 算），至於「proficiency」，基本上也是「能力」，但意指較為專

門化的能力 (professional)，而且意指因為精熟而產生的有效性 (efficiency)，亦可說此三

者之表現都在「能力」之上。 

其實，在西方的數學教育發展脈絡中，Competence 一詞可追溯至 1844 年美國數學

教師學會 (NCTM) 的戰後計畫委員會 (NCTM   1870/2002  p. 244; NCTM  184.) ，文中記

錄了美國二戰後對於代數 (Algebra) 有一個明確的目的——幫助軍隊和工業界應對戰爭，

因此數學教育者希望幫助學生認識到一般公民生活中對代數的需求。下文即為該報告

文之部分內文：  

The arithmetic of the elementary school can be and must be improved. The high 

school needs to come to grips with its dual responsibility  (1) to provide sound 

mathematical training for our future leaders of science  mathematics  and other 

learned fields  and (2) to insure mathematical competence for the ordinary affairs of 

life to the extent that this can be done for all citizens as a part of a general education 

appropriate for the major fraction of the high school population. (研究者加註字型) 
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該報告提出改善從小學到大專最後一年的數學教學的建議，認為小學的算術必須提升，

高中的需求則需要負起兩種責任： (1) 為我們未來的科學、數學和其他學術領域的開拓

者提供良好的數學訓練，(2) 就所有公民而言，確保其具備足以應付日常生活事務的數

學能耐，而上述課程是適合大部分高中生的一般性教育。當時委員會即要求學校應盡

可能確保所有高中學生達成「數學能耐」。隨後加拿大即開始沿用 (Jablonka & Niss  

2014) 此說法。是故「數學能耐」是強調完成學業之後所具有的能力，故「數學能耐」

此一專門術語可說是為「數學素養」提供了第一個範式。 

至於 PISA 的評量理念將 Competency 改用 Literacy，1 探究此專門化定義的意涵，

是將數學視為一種語言，它跟母語和外語一樣是學習與溝通的基礎媒介 (鄭章華、單維

彰，201.)。在 NCTM 1878 第 . 頁內容中，亦直接使用數學識讀和有數學識讀能力的學

生 (mathematically literate students) 這樣用語，而且並未加以定義，這說明此術語概念在

當時已普及化，並已接受 mathematical literacy 做為數學教育的專門術語。NCTM 1878

也明確提出五種服務所有學生追求數學素養的總體目標：2 學習珍視數學、對自己的數

學能力充滿信心、成為數學問題解題者 、學習用數學溝通，以及學習數學化推理，可

以看出這些目標皆在強調個人在數學領域中的實踐指標。 

到了 188. 年「國際教育學習成就調查委員會」 (International Association for the 

Evaluation of Education Achievement  [IEA] ) 所舉辦的第三屆國際數學與科學教育成就趨

勢研究 (Trends in International Mathematics and Science Study  [TIMSS] ) ，首次針對中學

生的科學識讀 (scientific literacy) 表達「每個國家應能培養所有在校學生，在離開學校

 

1 針對數字的讀寫和計算能力，英文本來就有相對 literacy（識字與讀寫能力）的字 numeracy（識數與筆

算能力），而 PISA 不直接用 numeracy 而另造 mathematical literacy 的原因顯然是它的評量內容不僅是數

與量，還包括形體、代數、變化關係與不確定性。數學教育學者將 Mathematical Literacy 和

Mathematical Competence 都轉譯成數學素養。(鄭章華、單維彰，201.) 

2 數學素養的五個總體目標英譯依序如下：(1) They learn to value mathematics、(2) They become confident 

with their ability to do mathematics、(3) They become mathematical problem solvers、(4) They learn to 

communicate mathematically、(.) They learn to reason mathematically 
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之後能應用數學和科學知識來應對生活的挑戰」。數學識讀的學習從個人數學能力培養、

欣賞數學價值之外，增加了從數學習得的能力運用於生活中的溝通與解決問題，並強

調「數學識讀」已不僅僅只是具備數學學科能力，更重要的是能將數學做為解決生活

中問題的良好工具，同時「數學識讀」也代表與觀察、描述、解釋、預測行為或現象

的過程有關 (Dym  2004; Haara et al.  2017)，而在英國的數學課綱也同時採用了「數學識

讀」這個用語 (Department for Education  2013)。 

OECD 所主持的 PISA 始於 2000 年，至 2003 年數學首次成為主要評估領域，PISA

為此制定了完整的數學素養框架，當時的定義為：「個人在現實生活中識別和理解數學

的能力，指出數學素養即為具有建設性、關心和深思熟慮的公民，能在生活上運用數

學作出有根據的判斷與決策之能力」(OECD  2004)。接著在 2012 年，PISA 再次提出數

學素養的重點應在於「……積極地參與數學，旨在數學推理和使用數學概念、程序、

事實和工具來描述、解釋和預測現象」(OECD  2013) ，其中特別強調學生在積極地解

決問題的過程中，應包含三個主要程序︰「制定數學」、「使用數學」及「解釋數學」 

(OECD  2013) 。至此，PISA 數學素養似乎明確呼應了 Arcavi (2003) 對於數學識讀的新

定義：(1)  以數學方式表述現實世界的問題； (2)  使用數學來解決以數學方式表述的問

題；然後  (3)  解釋和評估現實世界中的數學結果。 

到了 2017 年，OECD 宣布 PISA 2021 將修改數學識讀的定義為：「個體在各種真實

世界的情境脈絡中，進行數學推理，並透過形成、應用、詮釋數學以解決問題的能力，

包含運用數學概念、程序、事實與工具，來描述、解釋和預測現象。數學素養促進個

體瞭解數學在世界中所扮演的角色，並促使個體作出有根據的判斷與決策，此乃成為

具建設性、投入性與反思力的 21世紀公民所需」 (OECD  2017) 。直至 2022年 PISA (原

定 2021 年實施，因全球新冠肺炎疫情延後一年) ，更將數學素養評量全面性分成三大

向度：數學推理與解決問題 (數學建模) 、數學內容、真實生活情境中的挑戰，並強調

數學素養即為具有反思性的公民在參與社會相關重大議題時，能理解數學在世界所扮

演的角色，並作出有根據的判斷與決策的能力 (OECD  2018) 。這些呼籲代表了開始重

視數學在不同領域的有用性和解決問題能力的意識，也更進一步地強調數學識讀與公

民之間的聯繫。 
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而臺灣數學教育領域中的「數學素養」開始普遍使用，則是源自於 2006 年開始加

入由 OECD 主辦的 PISA 的評量測驗。教育部提倡的十二年國民基本教育，亦以素養概

念統整過往教學中所強調的知識、技能和態度 (曾志朗等，2017) ，其中的數學素養就

是培養學生成為理性溝通、社會參與的國民重要素養之一，也因此是重要的基礎教育

課程目標 (左台益等，2017，頁 3.) 。再看李國偉等 (教育部，2013，頁 7) 主張： 

數學素養指個人的數學能力與態度，使其在學習、生活、社會與職業生

涯的情境脈絡中面臨問題時，能辨識問題與數學的關聯，從而根據數學知識、

運用數學技能、並藉由適當工具與資訊，去描述、模擬、解釋與預測各種現

象，發揮數學思維方式的特長，做出理性反思與判斷，並在解決問題的歷程

中，能有效地與他人溝通觀點。 

由於曾志朗等 (2017) 採用 literacy 當作「素養」的對譯英文，而且李國偉等 (2013) 

對數學素養所做的解釋，顯然呼應 PISA 的數學識讀定義，從此之後，mathematical 

literacy 便成為我國「數學素養」的對譯英文，沿用至今。只是臺灣數學教育社群表達

「數學素養」的時候，仍然可能引用「能耐」和「精練」當中的概念細項 (單維彰 ，

2018)，這些論述皆明確說明數學素養呼應了 OECD (2017) 對於積極參與社會及重視將

學校裡所學的數學應用於日常生活中的面向。 

另外還有人倡議新素養  (new literacy)：隨著科技的進步，學校不再是學習知識的

唯一途徑。就像 Coiro 與 Dobler (2007) 主張數位閱讀理解比紙本閱讀理解需要更多能

力，這包含了適應網路與科技變化的學習力，所以新素養已包含了訊息定位 (locate) 、

批判性評估 (critical evaluation) 、訊息整合 (integration) 、以及溝通分享。而這樣的新素

養亦應融入數學教育中，因為「能力」、「知識」與「理解監督」，這三者是彼此交互影

響的關鍵 (柯華葳著／陳明蕾編，2022)。亦如 PISA自 2012起，除了評估學生的閱讀素

養、數學素養與科學素養外，每次評測都會再加測一項素養能力 —— 2012 年加測解決

問題能力，201. 年加測合作式解決問題能力，2017 年則加測全球素養，使得評量情境

變得更加廣泛且更貼近日常生活，藉此評估學生是否能運用自己的知識與技能來解決

現實生活中的問題 (陳盈如等，2022) 。顯然對於數學素養的定義，除了聚焦在數學學

科知識的獲得，以及數學問題解題能力之外，已經開始考慮數學素養的其他維度。 
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但不論是數學素養，抑或是新素養，透過時代的演變以及數學教育的發展，我們

理解「數學素養」是會為了適應時代需求或數學知識的發展而改變的，是會隨著時代

的流變與時俱進的。我們預期數學素養愈成功的人，愈能善用數學工具做出有根據的

判斷，亦愈能適應社會的變化，這是具建設性、投入性及反思能力的公民所需應具備

的 (Thriling & Fadel  2008; OECD  2022; Kristanto & Santoso  2020) 。所以，觀之數學素

養的宏觀理念，就是「數學素養」是一個得以讓個體運用數學知識為基礎，並有自信

地應用相關知識解決日常生活問題的有機體。而素養導向之課程的最終理想目標即是

養成能隨著社會變遷、時代演進，而不斷學習以支持個體改變得以適應世界的學習能

力。 

二、 「數學素養」的微觀解析 

如前文所述，「數學素養」是理念，一種能力展現的理念，那麼學習者應依據哪些

指標或內容達成這樣的理念？ de Lange (2003) 認為要釐清數學素養內涵，應先了解數

學的組成究竟為何，亦即「數學素養」的微觀解析。de Lange 將數學學習內容區分為

數量 (quantity) 、空間與形狀 (space and shape) 、變化與關係 (change and relationships) 、

以及不確定性 (uncertainty) ，這四部分也成為 PISA 2022 評量所採用的架構 (OECD  

2017) 。其中，數量就是我們需藉由理解一些量化的各種表徵，如「大小」、「多少」、

「長短」等這些數量來解釋周遭的環境；不確定性所包含的特定數學概念像資料呈現、

以圖表表現資料、用平均數或中位數等數值描述資料，或由資料獲得的推論等；變化

與關係通常可以用數據 (包括表格) 、符號、和圖形表徵並自由地轉換，以及瞭解察覺

基本的關係和變化；空間與形狀則包含察覺形狀與模式、瞭解形體的動態變化、或形

體在二維平面及三維空間的表徵及其對應關係，以及在空間中進行有目的的移動等。 

從這四類知識內容出發，de Lange 描繪出數學素養的關係架構圖，如圖 1，其中的

箭頭即指上一層的知識概念可由下一層的知識概念來養成。舉例來說，「空間素養 

(spatial literacy) 」 可由「空間與形狀」的知識養成，或是說「空間素養」能力可藉由

「空間與形狀」的訓練而習得；數的素養 (numeracy literacy) 可由數量的知識養成；至

於量的素養 (quantitative literacy) 則需要數量、變化與關係和不確定性 (uncertinty) 的知
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識養成，並需要數的素養支持。而最終的數學素養，即可藉由空間素養、數的素養和

量的素養達成。 

圖 1     

數學素養關係架構圖 

 

譯自 Mathematics for Literacy  by de Lange  (2003)  

僅管 de Lange 描繪出數學知識對數學素養的關係架構圖，但 de Lange 並沒有說明

他所謂的 literacy  與學習內容之間有何差別？因此，要在課程中實踐數學素養，則需更

明確的描述，就像 NRC (2001) 主張「數學熟練程度」概念，具體描述有關個人思維的

知識以及監控個人理解和問題解決活動的後設認知能力，是與善用各種解題策略及適

性的推論有密切的關聯 (左台益，2017；NRC  2001) ，認為每位成功的數學學習者的方

法，可透過五個面向學習：(1) 概念理解，指各數學概念間的整合性及功能性中樞；(2) 

程序流暢，指對於程序性知識的瞭解以及如何適當使用程序知識，以及彈性、準確而

有效率地、合適地運用程序性知識及執行的過程技能；(3) 策略運用，指能夠形成、表

徵和解決數學問題的能力；(4) 適性推論，指能夠在概念及情境間進行邏輯性思維的能

力；(.) 建設性傾向，是指將數學視為有理、有用且有價值的學問，並且相信自己有能

力且願意努力成為有效率的學習者，以及數學知識的實踐者。前述五個學習面向，又

稱為五股數學力，說明概念的理解及程序的流暢扮演重要的輔助角色。同時學習者如

果無法學會監控和調整自己的學習過程，知識基模將無法完整地建構，也無法轉化學

習經驗以幫助新知識的學習，影響正確學習方法的建立。在這裡，前四者可視為能力

的表現，第五項的數學力已超乎了慣有的數學精熟表現，取而代之的是強調個人特質

的心智能力、意向取向以及態度表現。 
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另外， Steen (1887) 提出數學素養涉及十個要素：對數學的信心、對數學文化的欣

賞、能解釋數據、能邏輯思考、能做出決策、對上下文中數學的理解、對數字有敏感

度、具有實踐技能、擁有先備知識及代數符號的能力。Graven 與 Venkat (2007) 亦簡單

指出數學素養的關鍵能力在於能理解內容與上下文之間的脈絡關係。Jablonka 與 Niss 

(2014) 則具體提出數學素養應具備特定數學構面的八種「能力」，分別是：數學式思考、

數學布題與解題、數學建模、數學式推理、數學表徵、處理數學符號和形式、數學溝

通、利用輔助工具；後來，Niss 與 Jablonka (2020) 在數學教育百科全書之「數學素養」

單元中，也以這八種「能力」作為數學素養的詮釋 (陳盈如等，2022)。國內學者左台

益等 (2017) 也統整出數學素養的三面 1. 項要素，如表 1。 

表 1     

數學素養之要素 

建模歷程 數學識能 (左) 3 內容知識 

形成 溝通 數與量 

應用 數學化 代數 

詮釋 表徵 幾何 

評估 擬定策略 機率統計 
 符號使用  

 推理論證  

  工具使用   

(引自左台益等，2017，頁 42) 

將表 1 與上述內容比較，不難發現 de Lange 數學素養的知識關係架構，可對應於

左台益等人的「內容知識」構面；Jablonka 與 Niss (2014)  所指數學式思考，即為數學

化的能力與應用，再加上其餘七種能力，皆可涵蓋於左台益等人的「數學識能 (左)」

與「建模歷程」構面下。 

 

3 表 1 中的「數學識能」是指左台益等 (2018) 的用語，為避免混淆，在本文中記作「數學識能 (左)」，

與本研究將要定義的「數學識能」評量是不同的概念。如下一節所述，本研究將以「知行識」做為課

程架構，而課程包括評量，所以對「知行識」三個向度皆須有評量規準，本研究「知行識」各向度的

學習表現分別稱為「知能」、「技能」和「識能」，並據以設計評量規準。 
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綜觀所述，我們可以說「數學素養」的宏觀理念就是能夠將習得之數學能力轉化

成為解決問題的有效工具，為需探究或不確定的訊息進行評估預測，享受與時俱進的

學習樂趣，養成面對生活的挑戰與自信的一種信念與力量。而「數學素養」的微觀解

析，則是為達成此一宏觀理念所應學習之數學課程。本研究所發展之「識讀文本」及

其課程即在於實踐「數學素養」之微觀解析。而「知行識」即為有助於實踐此微觀解

析之課程架構，企圖實現「數學素養」的宏觀理念。 

第 二 節 「知行識」課程架構 

十二年國教總綱開宗明義地將「核心素養」 定義為「一個人為適應現在生活及未 

來挑戰，所應具備的知識、能力與態度」(教育部，2014，頁 3)。然數學領綱的研修團

隊認為「知識」和「能力」都是可以在十二年國教課程裡次第發展的學習目標，但是

「態度」的層次較高，可以說是十二年國民基本教育完成之時的總體目標 (單維彰，

2016)。亦如前文所述，在數學素養的學習內容中，也內含較高層次的認知，甚至包括

賞識 (appreciation) 、信念價值等情意面向，因此「態度」向度不容易直接用來做為數

學課程或教材設計的架構。基於此，「前導研究」提出以數學素養為核心理念，以「知

行識」做為各階段課程的架構，以便「容易讓教科書編著者、教學者、評量者，都能

了解課程設計的方向，使課程整體與實際執行之間能夠順利銜接」(林福來等，2013，

頁 30)，如圖 2 所示，透過數學的「知行識」滾動，育成國民基本數學素養。 

圖 2     

12 年國教數學課程架構  

  
(取自林福來等，2013，頁 31) 

在「知行識」三者中，前二者可對應核心素養的「知識、能力」，而「識」即在數

學課程設計的考量之下取代了「態度」。關於「知行識」的詮釋，單維彰 (2018a) 的描

述，值得全文引述如下： 
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知、行就是「知道」和「能做」兩個向度，在教學層面上，知當然是指

學習內容，而行是操作技能。可是，雖然知是大家熟悉的陳列知識，即「是

什麼」的敘寫，但是行則不僅是操作程序的示範，更應該包括「做什麼」的

敘寫。至於「何以如此？」、「為什麼要學這個？」等後設認知的「識」方面

的學習目標，則必須連結與統整學科內容，(包括數學的內部連結，和跨領域

的連結)，進而有機會賞識數學的價值，以建立對於數學的理想態度，所以

「識」的意思比較微妙，是關於理解和連結的後設認知，以及對其價值的認

同，讓數學課程學習可以協助學生對學習內容產生意義，並且連結其他學習

內容。 

上文說明「知」就是概念理解與概念間的整合、「行」就是對程序性知識的掌握以

及如何適當地彈性、準確有效率地運用及執行的過程技能，亦即數學知識內容的能力

指標。至於「識」則內含有或者區分出認識、辨識與見識的較高層次認知，甚至包括

賞識等相信數學有益、認為數學美好、堅忍、勤奮等情意面向 (林福來等，2013) 。 

但要強調的是任何一種能力的學習都會有深淺不同，Hiebert 與 Lefevre (1876) 即認

為概念知識的最主要就是要理解知識的關聯性，而且此概念知識應分為二個層次。第 1 

層次為基本層 (primary level)，其知識的建構皆來自於相同的抽象概念層次，第 2 層次

則應建構在更抽象的概念連結上，稱為反思層  (reflective level)，不再只是片段的知識

連接。所以若以此為準，「知行識」亦可分出二個層次。 

以七年級負數單元為例，「知」的第 1 層次是能記憶、辨識、指認負數符號及其在

數線上的位置，或能以「正、負」表示生活中性質相反的量；第 2 層次是能辨別符號

的意義，如 「減」或「負」之意義，或是否可以表達「二減負三」的聽說讀寫。「行」

的第 1 層次是能執行單步驟正負整數加減運算，且不含減負者或能比較負數大小；第 2 

層次是可執行 2 個以上操作步驟，或是能選擇較優之解題策略，抑或是能解決典型的

應用問題。「識」的第 1 層次是能將正負數適當對應於情境中的數量，或能將情境問題

轉換為正負混合的算式；第 2 層次則指將片斷資訊整合評估與解決應用問題，包括能

為正負混合的加減算式賦予符合經驗的意義，以及相信數學有益、認為數學美好等賞

識態度 (陳玉芬等，2023)。 
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 根據以上陳述，研究者整理「知行識」表現內容之描述通則如表 2。針對「知行

識」三個向度的學習表現，分別稱為知能、技能、與識能。表 2的描述通則說明，彰顯

「知行識」向度在課程理念內涵中，強調縱向知識關係的連結與橫向脈絡統整之意涵。

綜而言之，在實踐「數學素養」的微觀理念下，「知行識」可做為其理念的實踐與具體

評量的準則。 

表 2     

「知行識」表現能力描述通則 

 

第 三 節 數學教科書內容分析 

教科書不僅是學習者的主要學習資源與工具，也是教學程序進行的引導方針

(Gracin  2017)。它除了展示所要學習的知識內容外，也蘊涵了編者欲引領哪些知識面

向的學習。本節分成三個小節，第一小節簡略回顧特別針對數學領域的教科書研究；

第二小節探討在現今強調核心素養為學習主軸的前題下，數學教科書的素養實踐指標，

並歸納成數學素養五面向 (表 3)；第三小節則從現今各版本數學教科書中，探討負數與

分數的教材內容，並以數學素養五面向統整其呈現方式 (表 8)。 

一、數學教科書研究 

教科書是學校教育的主要學習資源，這是眾所周知的。然而  Pepin 和 Haggarty 

(2001) 依據英、法、德的數學課堂研究，認為數學教科書尤其重要。蓋因數學是知識

結構性強的學科，教科書可以為數學課程提供一個完整的指引，其內容的展現對教師

選取要教導的知識內容及教學方法，皆有重要的影響。 
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數學教科書的研究，多以內容分析的方法做相對性的比較，因為分析的意義經常

是透過比較而得以彰顯。左台益與李健恆 (2017) 認為數學教科書的研究中，探討知識

內容的呈現方式是最為常見的分析目標：從數學教科書的內容編排或呈現類型、方式

等面向進行探討，可以看出相關內容在教科書中所展現的大致面貌。例如徐偉民、柯

富渝 (2014) 在臺灣、芬蘭及新加坡的國小教科書幾何內容比較發現，國小的幾何布題

以視覺表徵 (以圖形呈現) 的命題最多；楊德清與鄭婷芸 (2015) 從臺灣、美國及新加坡

教科書的比較研究，發現國中幾何布題多以封閉性問題為主，純視覺表徵呈現的問題

最少。鍾靜等 (2014) 從不同觀點比較芬蘭教科書的布題特徵，發現從問題表徵型態來

分析時，布題多為無情境及數學型態的表徵；從解決問題的認知來分析時，布題多為

無意義連結及程序性知識；從連結的深淺來分析時，芬蘭教科書具有多元的數學概念

連結、隱藏的數學概念布局、呈現真實世界中的數學、從數學課本認識全球、強化邏

輯推理與數學感知等五項特色。左台益與李健恆 (2017) 卻是以認知發展層次做為數學

教科書的內容分析目標，發現較高年級的數學教科書一般含有較多高層次的認知需求，

也含有較多生活情境的問題，而且以多重表徵方式呈現。 

Norberg (2019) 以多元識讀 (multimodal literacy) (Jewitt & Kress, 2003)，也就是教科

書中文字、圖片、數學符號，以及數位教科書中的語音和動畫，這些多元表達方式的

交織情形，做為 17 本瑞典小學數學教科書中減法單元的分析取徑。研究發現書中具有

多元的表達方式，而且存在衝突，可能不利於學生的學習。Norberg 並且認為教科書必

須在學童沒有老師支持的情況下，亦能提供潛在的學習機會。 

本研究開發的數學識讀文本也會有多元表徵以及多元的表達方式，因此讀者 (七年

級學生) 也將面臨多元識讀的需求，但是我們的學生跟瑞典學生一樣，都沒有正式受過

多元識讀的教育。因此，研究者撰寫識讀文本時，需特別留意各種表徵的多元表達方

式，使得它們是學習的助力而非阻力。 

教科書之內容與編排設計的差異，在教學上蘊涵的意義是編者期待學習者、教學

者應關注的面向。當數學教科書要以數學素養為學習目標時，自然也會呈現應有之設

計，使其布題或呈現方式發生改變。後面內容將會看到，臺灣的數學教科書提供了所

謂核心數學 (core mathematics) 的「內容知識」與「程序性知識」學習機會，但是跟過

去的內容有多少差異，則有待考察。南非教育部門  (Department of Basic Education, 
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[DBE]) 在其數學課程與評量綱要中，特別聲明──至少從課程意圖來看──數學素養

學習不應是核心數學的子集；DBE自承他們的傳統數學課程是強調數學學科知識的核

心數學，但他們也要轉向素養導向的數學教育，也就是要學生做好在真實世界中實踐

數學功能的準備 (DBE, 2011)。臺灣數學教科書都以類似「探索活動」的區塊引進新的

學習活動，如此的教科書設計是否真的「素養轉向」了？這是本研究想要探討的問題

之一。 

相對於前面文獻都假設教科書的重要性，呂秀蓮（2019）卻認為，欲進入素養導

向的教學，教師必須脫離教科書的挾制，不再以教科書作為課程的目標，將課程理解

為針對學生需求而達成課程綱要的過程。本研究創作的識讀文本，期望在教科書以外，

成為教師與學生從事數學素養教學的另一資源。 

二、數學教科書的素養實踐指標 

欲在教科書中實踐素養內容的學習，最直接的方式就是將數學素養設計為教學活

動傳達給學生。如第一節所探討數學素養的宏觀理念的維度變化，說明現今素養學習

所強調的面向，而數學素養的微觀解析，則可做為數學課程具體實踐的方向。 

不論 Steen (1887) 提出數學素養涉及十個要素，或 NRC (2001) 主張每位成功的「數

學精練」學習者具備的五股數學力，或 Graven 與 Venkat (2007) 簡單指出數學素養的關

鍵能力在於能理解內容與上下文之間的脈絡關係，抑或 Jablonka 與 Niss (2014) 具體提

出數學素養應具備特定數學構面的八種「能力」，這些數學素養的概念雖有不同方式的

詮釋，但都強調了對數學本質的理解與信心、思考與推理能力及使用數學符號之表徵

能力等數學解題能力的重要性，以及強調了數學素養須包含使用數學知識與人溝通和

解釋的能力 (Umbara  & Suryadi  2018)。上述內容並未於表 1 中完整呈現，舉例來說，

就 NRC (2001) 主張之五個數學學習面向而言，第一、二兩股數學力可說是表 1 的內容

知識實踐程度，第三、四兩股則可歸屬於表1的數學識能 (左) 與建模歷程的能力指標，

但顯然第五股的價值實踐 (態度) 未見於表 1 陳述中；又如 Steen (1887) 提出數學素養涉

及十個要素中，前二者「對數學的信心、對數學文化的欣賞」亦無法從表 1中找到對應

項目。這些現象，實乃說明數學素養之多元變化。 
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基於以上觀察，研究者依據本國教科書以 107課綱強調之兩個精神：其一，學習已

不局限於學科知識及技能，應關注學習與生活的結合；其二，培養「終身學習者」自

發、互動與共好的基本理念，強調素養是與生活情境有緊密連結與互動的關係 (教育部，

2014) ，再根據數學素養之文獻分析，統整如表 3 之數學素養面向與實踐指標之對照表，

以做為教科書在實踐課程理念的參考依據。 

表 3是研究者根據當前數學素養的各家詮釋，總結整理而成的數學素養「五面向」

數學信念價值、數學概念知識、數學思維活動、數學跨域合作，以及數學實境應用。

研究者認為這五個面向也是教科書應該要提供學習機會的內容面向，因此將據以做為

評估教科書實踐素養理念的參考。 

表 3     

數學素養五面向與實踐指標 

數學素養五面向 實踐指標 

數學信念價值 

數學結構狀態、如何做數學與驗證數學中的想法、

學習數學的有用性等。 

1. 欣賞數學價值 

2. 對數學的信心 

3. 對文化的欣賞 

數學概念知識 

數學內容知識，指數與量、代數、幾何、機率統計

等學科知識 

1. 數的素養 

2. 量的素養 (包含變化與關係素養)  

3. 不確定性知識的養成 

4. 空間素養 

數學思維活動 

個人能夠運用數學概念、事實、推理來解決數學形

成的問題從而獲得數學結論；熟練地運用數字、圖

解與統計數據或資訊、代數符號、方程式及幾何表

徵中獲得數學資訊。 

1. 數學建模 

2. 數學推論 

3. 解決問題能力 

4. 數學溝通能力 

5. 數學符號表徵 

數學跨域合作 

PISA 將合作式解決問題能力定義為：個人與他人在

解決問題過程中合作，能透過彙集他們的知識與技

能的方式去共同努力解決問題。本研究關注於數學

領域中合作式解決問題的能力，稱之為數學合作。 

1. 合作式解決問題能力 

2. 擬定策略合作學習 

3. 批判分析 

4. 跨域整合的數學應用解決問題 

數學實境應用 

數學習得的能力運用於生活中的溝通與解決問題 

1. 在真實情境脈絡中，進行數學推

理，論述並解決問題的能力 

2. 使用工具，運用於數學程序以解

決問題的能力。 
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統整於表 3的數學素養五面向，還是有數學知識面向，畢竟知識是素養的核心，也

是展現其他面向的基礎。但數學素養已經從學科知識擴展出多元的表現，所以表 3特別

指認「信念價值」為知識以外的關鍵素養面向；其次，傳統的「數學解題」能力也擴

展成實際情境中「解決問題」的能力，所以表 3 展開三個面向以回應 21 世紀對於解決

問題的多元需求。表 3 更完備地融入各家研究者的數學素養詮釋。舉例來說，NCTM 

(2002) 提到的珍視數學，108領綱希望學生「在數學的推導中享受數學之美」，或 NRC 

(2001) 所主張的第五股數學力「建設性傾向」，都被納入數學信念價值面向。再如

PISA 2022 想要培育的「能做出有根據的判斷與決策，具備建設性、投入性與反思力的

21 世紀公民」，及至 Niss 與 Jablonka (2020) 主張的數學素養新詮釋，都可以分別歸屬

於跨域合作與實境應用面向。研究者期望未來數學素養五面向及其實踐指標，也可以

做為教科書內容設計的一組參照架構。 

綜而言之，為實踐「數學素養」的微觀理念，我們將其分類為數學信念價值、數

學概念知識、數學思維活動、數學跨域合作、以及數學實境應用五個面向，如表 3。而

在表 3的每個面向內，皆有其相對應之實踐指標。此實踐指標意欲做為課程設計與教材

研發的指引。以下，本文將以表 3 做為框架，檢驗教科書為實踐「數學素養」設計了

哪些具體的內容。 

三、數學教科書的負數與分數 

課程架構與教科書密不可分，前者扮演引領後者內容設計的依循方針，後者則是

前者的具體實踐。故在本節將分為兩大段探討，第一大段分析數學教科書中負數與分

數教材內容，第二大段分析負數與分數教材內容在數學素養課程架構下的實踐指標。 

(一)   負數與分數教材內容 

112 學年度臺灣所使用的三個不同版本（甲、乙、丙版）之國中數學教科書，

乃依據教育部民國 103 年發佈之「總綱」及 107 年發布之數學領綱為依據編輯而

成，其中第一冊的負數與分數是七年級的主要學習內容，也是學童進入國中階段

第一個接觸到的抽象思維概念與代數計算。在數學領綱中，關於負數的學習內容

有，N-7-3 負數與數的四則混合運算 (含分數、小數)：使用「正、 負」表徵生活中

的量、相反數；N-7-4 數的運算規律，交換律、結合律、分配律、 −(𝑎 + 𝑏) = −𝑎 − 

𝑏、−(𝑎 − 𝑏) = −𝑎 + 𝑏 ；N-7-. 數線：擴充至含負數的數線、比較數的大小、絕對值
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的意義、以 |𝑎 − 𝑏| 表示數線上兩點 𝑎, 𝑏 的距離。這些學習指標亦充份呈現於表 4

的各版教科書中。表 4 為負數在教科書中欲實踐之小概念與學習活動內容。4 

表 4     

七年級負數小概念與學習活動內容名稱 

單元 小概念 學習活動 

第 

1 

章 

負 

數 

➢ 負數符號表示 ➢ 整數加減運算 ➢ 計算機應用 

➢ 整數概念 ➢ 去括號 ➢ 動動腦
ｂ
 

➢ 數線標示 ➢ 整數加減應用 ➢ 數學好好玩*2
ｂ
 

➢ 數線的小數標示 ➢ 數線兩點距離 ➢ Thinking
ｃ
 

➢ 數的大小 ➢ 線段中點 ➢ 探索活動ｂ
 

➢ 相反數 ➢ 負整數乘正整數 ➢ 補給站
ｃ
 

➢ 絕對值 ➢ 負整數乘負整數 ➢ 學習前哨站ｃ
 

➢ 同號數相加 ➢ 乘法交換律 ➢ 溫故啟思
ａ
 

➢ 異號數相加 ➢ 乘法結合律 ➢ 迷思診斷
ａ
 

➢ 整數與相反數 ➢ 整數的除法 ➢ 數養廣角鏡ａ
 

➢ 加法交換律 ➢ 整數的四則運算 ➢ 自我評量 

➢ 加法結合律 ➢ 乘法分配律 ➢ 重點整理 

➢ 負數減正數 ➢ 負數的應用問題  

 ➢ 負數減負數   

a：代表僅出現於甲版 、  b：代表僅出現於乙版  、  c：代表僅出現於丙版 

然而，「分數」在數學領綱中的學習內容與學習表現指標，5  在七年級並未有

明確的說明，隱約可見的即是包含於上述之 N-7-3內文如括號處。本研究則整理小

學階段在數學領綱之中分數單元之學習表現，如表 .。在小學階段可說分數應習得

之內容幾乎已經完成。包含：單位分數的認識；同分母分數的比較；加、減與整

數倍、假分數和帶分數之變換；等值分數的意義；連結分小數長度量的經驗；標

記和簡單的比較與計算；建立整數、分數、小數的認識；分數、小數的四則應用

問題、整數相除為分數之意義與合理性；理解分數乘法和除法的意義；整數乘以

分數、分數乘以分數的意義；分數除以分數的意義，以及分數的計算與應用、二

到三步驟的應用解題。 

 

4 本研究中，針對各版本依據「數學領綱」在負數與分數單元中所安排的主要學習內容，依其主題所設

計之細項概念將之稱為「小概念」。 
5 學習表現依學習階段編寫， 第 1 碼為「表現類別」，英文小寫字母 代表數與量；第 2 碼為學習階段別，

依序為 I (國民小學低年級) 、II (國民小學中年級) 、III (國民小 學高年級) 、IV (國民中學) 、V (普通型高級

中等學校) ；第 3 碼為流水號。 
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表 5     

數學領綱的「分數」學習表現 

編號 學習表現 

n-I-6 認識單位分數。 

n-II-6 理解同分母分數的加、減、整數倍的意義、計算與應用。認識等值

分數的意義， 並應用於認識簡單異分母分數之比較與加減的意義。 

n-II-7 能在數線標示整數、分數、小數並做比較與加減，理解整數、分

數、小數都是數。 

n-III-2 在具體情境中，解決三步驟以上之常見應用問題。 

n-III-4 理解約分、擴分、通分的意義，並應用於異分母分數的加減。 

n-III-. 理解整數相除的分數表示的意義。 

n-III-6  理解分數乘法和除法的意義、計算與應用。 

r-III-1 理解各種計算規則（含分配律），並協助四則混合計算與應用解題。 

r-III-1 熟練數（含分數、小數）的四則混合計算。 

由表 .可知，分數學習策略是延續小學階段的螺旋式學習，小學階段的學習分

佈於小學二 ~ 六年級，到了國中階段，分數的內容學習只是擴增到負數概念連結

後，在四則運算以及應用題上中加深或加廣的螺旋式學習，在國中階段數學領綱

的學習表現僅 n-IV-2 所述內容：理解負數之意義、符號與在數線上的表示，並熟

練其四則運算，且能運用到日常生活的情境解決問題。依據國中數學教科書在分

數單元想要實踐之小概念與學習活動內容 (表 6) 設計，說明此學習表現中隱涵著分

數的四則運算。 

從表 6 內容可整理出國中階段的分數學習為：「認識分數」、「分數的運算」、

「分數的應用」等三個主要概念。據此，研究者指認剛升上 7 年級學生的關鍵需

求是分數意義、單位分數理解與分數運算。再考察數學領綱：分數主題最後一次

出現於 7 年級 N-7-3：「負數與數的四則混合運算 (含分數、小數) 」，此時的分數教

學融入有理數的混合運算。課綱雖然沒有指定此內容的教學順序，但按照 7 年級

的其他內容需求，有理數運算理應安排在前，且依據 7 年級數學教科書依照課綱

僅處理正負性而不再教導分數運算原理，但研究者的實際經驗顯示：在一個年級

中，至少應有三成以上的 7 年級學生有再學習分數運算的需求，因此正負分數運

算應該要成為 7 年級學生必須及早掌握的關鍵能力之一。 
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表 6     

七年級分數小概念與學習活動內容名稱 

單元 小概念 學習活動 

第 

2-4 

節 

分 

數 

➢ 最簡分數 ➢ 分數乘法結合律 ➢ 自我評量*3 

➢ 等值分數 ➢ 分數的連乘 ➢ 數學好好玩*2
ａ
 

➢ 分數的比較大小 ➢ 倒數 ➢ 自我挑戰ｂ
 

➢ 分數的加減 ➢ 分數除法運算 ➢ 趣學數學ｂ
 

➢ 分數加法交換律 ➢ 數的四則運算 ➢ 碳足跡ｂ
 

➢ 分數加法結合律 ➢ 分數分配律 ➢ 迷思診察ｃ
 

➢ 帶分數加減運算 ➢ 分數應用問題 ➢ 素養花路米ｃ
 

➢ 真假分數相乘 ➢ 計算機應用 ➢ 重點整理*3 

➢ 分數乘法交換律   

a、b、c 代號意義如表 4 

表 4 與表 6 乃是教科書依據課綱內容所呈現之負數與分數學習內容 (即小概念

或學習活動)，而表 7 則是各版本教科書依據表 4 與表 6 之各小概念或學習活動，

所設計之教學活動。各家版本皆以一個完整的章節形式呈現，結構上可分為章、

節、小概念，其教學活動皆是以一個小概念為一個單位來說明。「主題引導」式的

情境活動，三版皆設計於每個概念的頁首，其目的自然是期待學習者透過圖片中

的對話或畫面呈現，進行情境連結，尤其是能與生活中的數學產生連結；各版的

小概念則都有一致性的安排，都是在例題說明後緊接著隨堂演練，亦如各版在每

個小節結束時的自我評量，這些題目以精熟練習為主的「程序性知識」舖陳較明

顯。至於各版的探索活動、動動腦、Thinking、迷思診療等學習單元，則是依據不

同的小概念所需而設計的學習活動，這些單元雖然名稱不同，但主要目的是在進

行數學的思維活動。另外就是「數學好好玩」、「你知道嗎？」、「小櫥窗」等單元

則做為補充課外知識，如數學史資料或相關生活經驗連結。 
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表 7     

112 年版三家版本數學教科書的單元內容結構 

代號 單元架構 甲版 乙版 丙版 

A 每章首頁 

與本章學習相

關之漫畫主題 

與本章學習相關之

生活情境學習 

＋Are You Ready? 

與本章學習相

關之漫畫主題

＋學習前哨站 

B 
每節首頁的 

小主題 

溫故知新 

主題活動 

主題活動＊ 主題活動＊ 

C 
每個小概念與 

學習活動 

例題說明＊ 例題說明＊ 例題說明＊ 

隨堂練習＊ 隨堂練習＊ 隨堂練習＊ 

探索活動
＊

 課外探索
＊＊＊

 探索活動
＊＊

 

數養時光機＊＊ 

迷思診療＊ 

數學好好玩＊＊ 

你知道嗎＊＊ 

知識補給站＊＊ 

Thinking
＊＊

 

 動動腦＊＊ 計算機應用＊＊ 

 計算機應用＊＊  

D 
每小節結束後

的學習活動 

重點回顧＊ 重點整理＊ 重點回顧＊ 

自我評量＊ 自我評量＊ 自我評量＊ 

E 每章結束 

數養花路米＊ 一題多解＊ 自我挑戰＊ 

數養廣角鏡＊ 數學新視界＊ 趣學數學＊ 

  數學萬花筒＊ 

F 每冊結束 

計算機操作＊ 學習大道＊ 資訊普拉斯＊ 

核心概念地圖＊ 數學史＊  

 數學好好玩＊  

 數桌遊＊  

 數感查真相＊＊  

 計算機教學＊＊  

G 
負數／分數 

頁數 

60/22 頁 64／21 頁 62/21 頁 

＊
      代表每個小概念中必有的學習活動。 

＊＊
    視每個小概念的需要才會設計的學習活動，不是每個小概念皆有的。 

＊＊＊  乙版的課外探索乃屬於線上學習活動，學生並無法由教科書中習得，故不列入學習單元比較。 

(二)   負數與分數教材的素養實踐 

本研究參照表 7分析各版本教科書之設計內容，再依據數學素養五面向 (表 3)，

整理如表 7，說明各版本的教材設計在 107 課綱指導下，所呈現負數單元及分數單

元對於實踐素養學習之安排。 
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表 8     

三個版教科書內容設計與數學素養實踐對照表—以負數與分數為例 

數學素養面向 素養目標的具體說明 教科書呈現方式 

數學信念價值 

數學結構狀態、如何做數學與

驗證數學中的想法、學習數學

的有用性等。 

1. 欣賞數學價值 

2. 對數學的信心 

3. 對文化的欣賞 

1. 「主題引導」式的情境

圖片呈現 

2. 概念探索 

3. 生活應用題 

4. 小櫥窗 

數學概念知識 

數學內容知識，指數與量、代

數、幾何、機率統計等學科知

識 

 

1. 數的素養 

2. 量的素養 (包含變化

與關係素養)  

3. 不確定性的知識養成 

4. 空間素養 

1. 「主題引導」式的情境

圖片呈現 

2. 每個概念前的先備知識 

3. 概念學習後的 Key point 

4. 每小節結束後的重點整

理 

數學思維活動 

個人能夠運用數學概念、事

實、推理來解決數學形成的問

題從而獲得數學結論；熟練地

運用數字、圖解與統計數據或 

資訊、代數符號、方程式及幾

何表徵中獲得數學資訊。 

1. 數學建模 

2. 數學推論 

3. 數學溝通能力 

4. 數學符號表徵 

1. 「主題引導」式的情境

圖片呈現 

2. 每個單元中的例題說明

及隨堂練習 

3. 單元後的自我評量以及

習作練習。 

4. 一題多解 

數學跨域合作 

PISA 將合作式解決問題能 力

定義為：個人與他人在解決問

題過程中合作，能透過彙集他

們的知識與技能的方式去共同

努力解決問題。本研究關注於

數學領域中合作式解決問 題

的能力，稱之為數學合作。 

1. 合作式解決問題能力 

2. 擬定策略合作學習 

3. 批判分析 

4. 跨域整合的數學應用

解決問題 

1. 「主題引導」式的情境

圖片呈現 

2. 一題多解思考 

3. 單元結束的課外補充 

4. 單元結束後的開放性 

數學實境應用 

數學習得的能力運用於生活中

的溝通與解決問題 

1. 在真實情境脈絡中，

進行數學推理，論述

並解決問題的能力 

2. 使用工具，運用於數

學程序以解決問題的

能力。 

1. 「主題引導」式的情境

圖片呈現 

2. 一題多解思考 

3. 單元結束後的開放性 
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第 四 節 數學識讀文本 

「識讀文本」乃研究者原創之數學讀本，故未有已完成之文獻可參照。然，文本

設計與文本閱讀實為一體二面，唯有理解閱讀者是如何透過閱讀數學中的數字、符號

以及詞彙來理解數學，才有能力設計一個適合閱讀者的識讀文本。「數學閱讀」即指針

對數學上下文脈絡、符號、詞彙和圖形的閱讀 (Adams  2003；Lin & Tsai  2021; Mason  

1870)，所以文本設計者必須面對能讓讀者獲得數學意義理解的挑戰。基於此，研究者

將參照相關之數學學習與教學理論做為本研究之「識讀文本」的理論架構與設計策略，

並以「負數」概念或「分數」概念之學習舉例說明。本節以下列三種研究需求，依序

分成三小節回顧文獻：第一小節探討識讀文本設計理論、第二小節闡述識讀文本設計

模式、第三小節則說明識讀文本類型與書寫策略。 

一、  識讀文本設計理論 

(一)   數學概念形成 

Sfard (1881) 的具體化理論 (theory of reification) 認為數學概念的形成，有操作

性 (operation) 與結構性 (structure) 二種過程。以「數」為例，孩童從操作性的點數 

(counting) 開始，轉而學習以符號 (印度─阿拉伯數碼系統) 表達的數學物件 

(mathematical objects)，最終形成結構性概念 (陳玉芬等，2023)。例如先正整數，

而後引進負整數並擴展成整數；又如分數，先整除而後進入分數。Herscovics 與 

Linchevski (1884) 亦提出負數學習的障礙有結構感的缺乏與對減法操作的限制性理

解。將結構感定義為能夠識別所有表達的等價形式，20 +  5 –  10 =  20 –  10 +  5；

減法的操作限制性理解，即是在減法操作過程中，對負號的忽略 (即負號分離，

DFMS)，如：237 +  89 −  89 +  67 =  237 +  67，而不是 237 +  89 −  89 +

 67 =  237 +  89 –  156  (Herscovics & Linchevski  1884; Linchevski & Herscovics  

1886; Molina & Castro  2021) 。所以小學階段「取走」是減法的一種「不具符號」

的概念操作，但到了國中階段，面臨「減負數」時，就需要特別處理這種「減」

的意義。例如：負數的單元運算、二元運算的結構性操作，以協助進入代數運算

時的操作，避免 4 + 𝑛 − 2 + 5 =  11 + 3 + 5 的計算，又將之誤操作為 4 + 𝑛 − 7 =

 19  ，甚至對於 115 − 𝑛 + 9 = 61 亦誤操作成  106 − 𝑛 = 61，最後表達為 106 +
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𝑛 = 61  (因為對學習者而言，負號已處理過一次，而未知數 𝑛 則忽略前面的負號)。

Linchevski 與 Livneh (1888) 認為一旦數字的結構性未掌握好，則會影響代數思維的

學習，因為學生的代數系統會承襲原本熟悉的數字系統所具有的結構特性。 

圖 3 為 Sfard 的數學概念形成的一般性模組，以負數的「單元運算」符號意義

為例，辨識負 「−」號，或者說是想要表達相反或對稱概念，這就是概念結構中

的基本物件 (objects) ，那麼我們可以從具體物件的操作經驗出發，好比是學習者

已經熟悉的語彙，像數線或「負即相反」這樣的譬喻，此為 3-a 階段；所謂的經過

具體操作而內化 (interiorization) ，舉例來說就像藉由視覺上的數線反覆操作，進而

內化理解為負號多了相反與對稱概念，或是發現 −. 到 0 的距離與 +. 到 0 的距離

相等，而接受了 −(−.) = .，且在不需借助數線操作下完成，最終產生一個新的物

件 A (即對稱或相反概念)。圖 3 中的凝縮化 (condensation) 是指可以排除多餘資訊

或將資訊做分類，此階段會持續連接新概念的穩固，直到具體化 (reification) 形成，

亦即有能力以全新的思維看待熟悉的物件，至此完成了物件 A，好比不僅是負數

得到對稱新概念，甚至對於方位的變化亦能得到對應理解。如圖 3-b。 

圖 3      

數學概念形成的一般性模組                                                                                                              

                                                                                                                                                             

 

(圖表譯自 Sfard  1881  p. 22)   

圖 3-c      

圖 3-b    

圖 3-a     
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當物件 A 概念穩固之後，則可繼續進行新物件 B 的學習，例如負數的運算 3 − 

(−.) ， 此時新物件 B 就是「負與減的意義連結」 (即一元運算與二元運算概念差

異) 。由圖 3-c 可知，這樣的學習必須是建立在物件 A 概念上，說明學習的程序是

堆疊而起的。然後再重覆像物件 A 的學習過程，依舊經過具體操作而內化，到凝

縮階段即已漸漸熟練操作，如 3 − (−.) = 3 +. 而游刄有餘，例如−2 −3 −4 也能輕鬆

轉變成 −(2 + 3 + 4) ， 我們就可以說這個概念已被具體化而完成物件 B。然後可繼

續往上至新物件 C 的學習，如圖 3-c 右邊的箭頭方向，如此盤旋而上地擴建知識。 

在 Sfard (1881) 的概念形成理論中，會發現所有的概念發展都是有層次地依序

前進，同時強調具體化不會在凝縮化或內化階段未完成前發生，且內化與凝縮化

的過程是反覆修正漸進的；然而具體化則可視為瞬時固化，而成為一種靜態結構，

然後就會將此做為基礎物件再向上學習 (陳玉芬等，2023)。Albert 等 (2012)  即以

此理論對照於幼童的學習：即使幼童已能數數 1、2、3、…、10，這樣的行為表現

也許是透過模仿，並不表示他們已學會「數」的概念；但是當他們對著某些對象

能夠依序數數並正確回答數量時，則顯示他們理解了數的有序性與量的概念，此

時才表示他們學會了「數」的概念。 

(二)  概念譬喻與視覺操作 

Sfard (2007) 再闡釋此概念學習理論，指出數學物件的譬喻 (metaphor of object) 

可做為形成數學概念的有效工具，這樣的譬喻就稱為「概念譬喻」，並認為譬喻層

次的學習就是一種內在轉化。此外，Dostal 與 Robinso (2017) 認為視覺能力是我們

從這世界獲得訊息的最重要來源，「視覺操作」不僅突顯概念間的關係性理解，也

是有效的輔助教學策略亦是達到識能中關係性連結的策略之一。 

本研究的負數與分數學習目的，主要就是在於澄清與理解負數的意義與分數

的多元概念之後，可以流暢地進行程序性的正負數 (包含分數) 四則運算，而最終

目的仍是讓學習者漸漸開始學習代數運算思維。例如 Bofferding (2014) 即認為透過

具體的「數線操作」與「概念譬喻」，可以由具體的數字運算轉入抽象的代數思維。

一旦進入這樣的階段，就表示已從操作性概念遷移到結構性概念，這樣的學習歷

程即代表知識已如堆疊磚塊一樣地往上積累且不可逆，這說明知識一旦結構化就
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不會往回退，就好比一旦識得了蘋果的味道，那就不會懷疑是不是檸檬了。對於

結構化的知識形成，Sfard (2007) 提出譬喻層次的學習不僅是內在轉化，最終還能

用言語改述此新物件之具體化呈現。所以當個人使用推論的工具傳達他自己的內

在想法時，思維也就被看見了 ，也可以說學習者已經真正理解知識了，才有能力

「換句話說」。同時，從「操作性」階段要能成功轉移到指認「數學物件」階段，

才算是完全理解數學概念，亦即進入結構性階段 (Sfard  1881) 。而「概念譬喻」與

「視覺操作」即為本研究在進行概念舖陳時之主要設計技巧，其目的也就在於讓

學習者可以從具體操作階段進入抽象指認「物件」階段，以期待能進階到代數思

維的學習能力。 

所謂的「譬喻」(metaphor) 是一種思維現象，是指使用具體的描述 (原始的定

義域)  透過適當的譬喻可以連結至抽象的定義 (預想的對應域) (Lakoff & Núñez  

2000; Sfard  1887; Soto-Andrade  2007)，可做為認知輔助工具，幫助我們建立或掌

握新概念。以負數為例，當減數是負整數時，減法的含義會發生變化，因其概念

是抽象的，因此需要讓學習者能運用代數的概念處理整數的減法問題 (陳玉芬等，

2023)。此時的學習目標就是透過原始定義域 (具體的數線操作與適當的概念譬喻)，

做為學習者能將負數以代數方式表徵的過渡橋樑，以連結至抽象的預想對應域 (能

處理有理數的減法，能以負號的多元意義進行溝通) (Altiparmak & Özdoğan  2010; 

Dostal & Robinson  2017; Vlassis  2007) 。 

概念譬喻亦是詮釋一種符號或模型與概念之間的相關性，使之與個人內在無

法看見的思維做連結 (Lakoff & Johnson  2003; Wible  200.)。譬如說「負非減」、「負

是後退」、「負是相反」，像這樣的概念譬喻，即重視負數與符號的關係連結。在符

號語言學習中，譬喻就是一種思維現象，是指通過一個事物來理解和體驗另一個

事物。Lakoff 與 Núñez (2000) 認為譬喻涉及兩個領域：「來源域」 (source domain) 

和「目標域」 (target domain) ，如圖 4。 
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圖 4     

教師與學生運用譬喻的相對性 

 

以「2 − (−3)」的算式為例，因為教師已經具備負數運算的知識，所以

「2 − (−3)＝2 +  3 =  5」即為教師的數學知識來源域；當她／他企圖為此運算

設計一套譬喻用來幫助學生理解此運算程序，這套譬喻就是她／他的目標域。假

設教師的設計是將「2 − (−3)」譬喻為「從數線上 2 的位置朝後退 3 格，即箭頭

的反方向」，則此譬喻式的行動規則成為學生所接收的訊息，而它成為學生學習負

數運算的來源域。根據此來源域，學生得知運算結果是 5。但學習的目標並非習得

那一套譬喻，而是透過譬喻最終理解「2 − (−3)＝2 + 3 = 5」，而這就是學生的

目標域。需要強調的是，學生的目標域 (即透過譬喻之來源域獲得的理解) ，未必

等同於教師的來源域 (假設那是正確知識)。所以教師要設計活動，讓學生有機會

透過譬喻而做更多往返對應的表達；如此即可檢視其教學譬喻是否有效。Kilhamn 

(2011) 認為，如果來源域與目標域之間的對應關係無法形成，譬喻就不存在。 

Damerow (2007) 亦提出透過「來源域」和「目標域」的譬喻教學，並將此種

譬喻表徵分成二個不同層次。第一層次就是操作一種藉由符號或是轉換規則組成

的模型，使之可做為表徵抽象物件的行為。最基本的形式就是具體物的識別 

(identification) ，比如透過使用詞彙或符號進行命名活動，及至做分類。又如在

「數數」方面，是可以利用具體物與概念中的數字概念作一一對映。像伸出手指

數到 5   (符號或文字) ，那麼手指就是具體的真實物件，它對應到 5 這個表徵的抽

象物件。亦即他們用數數到  5   (真實的動作) 與手指 (真實物件) 將 5  (抽象的物件) 

連結了。再來觀察 5 + 2 = 7  此式子，因為仍只是將手指數相加，所以它仍屬於第

一層次表徵，將之對照於負數教學，在數線上做前進或後退的動作，相當於以具

體物與負數的加減法做譬喻，所以負數的加或減的概念屬於第一層次表徵。或是 

−(3) = −3、−(−3) = 3、＋(−3) = −3 或 −(＋3) = −3  等的反轉指示，都可透過
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數線操作 (真實動作) 及「負即相反」口訣完成負號化簡的性質，都屬於第一層的

表徵理解後的抽象物件。 

第二層次 (或更高階) 則是以「心智模型」 (mental models) 的譬喻來表徵。它

們也是由符號或由符號和轉換規則組成的模型，然而此「心智模型」則是透過自

己的想法並針對真實物件作抽象思考後，表徵出個人的反思抽象思維。舉例來說，

針對 5 這個數字本身的特質描述，比方說：√5、52、 − 5  等，則屬於後設認知本

質的抽象物件 (√5、52、 − 5) 與抽象物件 5 的連結，因為此時的 5 並未具有數手

指的意義。所以說，從另一個數學物件及想法中抽離而建立新的知識概念，此為

具有第二層次表徵能力。同樣的以負號「−」為例，2 − (−3) = 2 + 3 = 5  的減法

運算，若是仍在數線上操作，則仍為第一層次表達；若是建立在內心思維的運作

而不是數線上的操作，則屬於第二層次的心智模型，而−(𝑎) = −𝑎、−(−a) = 𝑎 的

抽象操作亦然。 

也就是說，第一層次與第二層次表徵的最大不同，在於模型譬喻表徵的不同。

前者利用具體物表徵內在的抽象思維，後者則利用心智模型做為抽象思維的表徵。

所以，一個物件若是透過具體物操作，進而連結至抽象概念屬於第一層次表徵；若

是透過比較、對應、組合與重覆的反思動作所建構，或數學的證明、數學的結構以

及形式化邏輯數學概念都屬於第二層次的譬喻表徵。此外，Hoffer (2020) 認為數學

文本的知識擷取，除了要理解其表層結構 (surface structer) ，更要學習深層結構 

(deep structure) 理解，意即相關性知識的連結。前者指的是文本中讀者所能夠輕易

攫取到的字面意義，如：讀音「七減負二」是否可以正確表示成「5 − (−3) 」突

顯讀音不同，進而達到數學語法的正確表徵，而不是「 5 − −3 」的符號混亂；後

者指的是在文本敘述下，作者未表達的潛在數學知識是否也能理解？比方說，

−5 − 3、(−5) + (−3)、 −  (5 + 3) ，如果學習者能對於括號與負號之間的抽象處

理正確，或是能說明為何這些算式是相同的，那就表示已進入深層理解，而這也是

識能的展現。 

透過概念譬喻可突顯負與減的差異，也突顯了數學語法應如何正確表達，也可

以使文本的表徵方式突顯重要的細節或主要的想法，以達到所預期的學習目的 
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(Hoffer  2020) 。例如文本引進負數的說法如下，它建立在正整數的舊經驗上，並以

「物質」和「性質」做為正數與負數的語言概念譬喻： 

計算「物質」的量，例如有多長？有多重？有幾人？這些「物質」

量，最少就是「沒有」，不能比「沒有」更少；但「性質」的量不像

「物質」，它不是具體的東西。例如冷熱，它是相對的性質，並不會

「沒有」冷熱。於是，比空無還小的數出現了，稱為負數。 

「性質」量雖然看不到，但在生活中仍有具體經驗，例如溫度計。透過具體

物件的譬喻，進行負數概念的內化連結，亦能感受到即使抽象但仍能想像。接著

鼓勵學習者舉其他例證 (例如資產) 做為從內化至凝縮的發展。然後，能陳述使用

負號表徵的理由，以及接受負數在生活中的存在，即為其概念具體化的表現。識

讀文本的整體特色是重視數學概念與自然語言的連結 (單維彰，2017b) 。因此，文

本 從一開始就強調「概念譬喻」與「視覺操作」，如「負非減」：提醒同學注意

「－」號的兩個讀音：減、負，在學習的初期就關注讀音與書寫，是否可以將「. 

− (−3)」讀作「五減負三」？是否可以將「七減負二」正確記作「7 − (−2)」？同時

語言特徵也可以表現在一組一組的二元對立 (binary oppositions)，例如「負是後退」、

「負是相反」，目的在利用對比差異，進而得到概念的意義。這些譬喻不僅闡明正

數與負數的對立概念，也提供理解負數之多元 「方向」特性的機會 (林芳玫、洪萬

生，2008)，例如正與反、上與下、前進與後退，同時也為負號的運算規則埋下伏

筆，即負數加減的視覺操作。 

Dostal 與 Robinson (2017) 認為視覺是我們從這世界獲得訊息的最重要來源，

重要的不僅是眼前看到什麼，同樣重要的是看不到的還有什麼，而這亦是達到識

能中關係性連結的策略之一。這種關係包含代數符號間的關係或是圖形中的關係，

讓學習不再是盲目的服從。比方說，像背誦「負負得正」這樣的口訣，學生總是

無意識地重覆負數運算口訣進行代數運算，而因此認為自己已理解了負數運算 

(Baroody & Ginsburg  1876; Gagatsis & Maria  2022)，但這樣的迷思應該歸因於文本

內容的陳述不夠完善，而不足以說明是學生本身未具有代數處理能力 (Kirshner & 

Awtry  2004) 。 
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識讀文本之「視覺操作」搭配概念譬喻設計，可做為引導學生觀察與啟發數

學直覺。文本 (搭配類比型溫度計) 利用實體的溫標刻度引進包含負數的數線，以

語言「負是相反」搭配操作活動，闡述此處「相反」的操作型意義是對稱於原點

的鏡射，經過一些演練之後，明白「相反再相反就還原」，由此明白「負負得正」

的意涵。如圖 .。 

圖 5     

「負負得正」的視覺操作 

 

接著在數線上安頓正負數的位置之後，喚起舊經驗：加 (正數) 是向前走 (朝箭

頭所在的右側) ，減是向後走 (或說是向右或向左的前進)，然後從「負是相反」引

伸出「負是倒退」的概念譬喻，並實際操做為「加負數」是向右倒退，「減負數」

是向左倒退。透過這樣的譬喻理解「2 − (−3)＝2 +  3 =  5 」，如表 8。 

表 9     

視覺顯著性與非視覺顯著性  

 

視覺顯著性 (visual salience) 即視覺上具有連貫性的規則 (Kirshner & Awtry  

2004) ，所以表 8 中，透過「加或減」一個「正或負」數的對立譬喻與數線操作，

數線上位置的變化就是一種視覺顯著，可以由加減正數的數線操作擴展至加減負

數的操作，更重要的是可以一致性處理「小減大」的正數相減情況，不需如教科
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書中針對整數相減情形分類處理。同樣的操作原理亦可引進負數的乘法，但不在

本研究範疇。數線操作的進行，可以讓學習者「看到」符號意義的整體概念與操

作結果。比如說，乙版教科書的教學設計採用溫度計做為實體操作物，其教學策

略是引用舊經驗，將問題「從零下 . 度調整到零下 7 度， 變化幾度？」寫成算式 

(−7) − (−.) 再從溫度計視覺操作得知「下降 3 度」而印證算式等於 −3，再根據 (−7) 

+ . 答案也是 (−3) 而歸納 (−7) − (−.) = (−7) + . = −3。而本識讀文本則採用更「直

覺」的舊經驗：數線上的向前數、向後數，然後利用概念譬喻引進加減負數的運

算規則，這裡相當於利用概念譬喻「偷渡」數學操作的定義，然後學生可以歸納

「減負就是加」的現象。 

以上設計的目的，即如 Sfard (1881) 所提之概念形成理論，是由正負號的認識到負

數運算依序漸進處理的，透過數線操作與概念譬喻循序完成，達到概念的穩固。本小

節旨在說明對於負數或分數的文本設計，可透過語言的譬喻與視覺操作的設計，引進

新符號，或擴充舊符號的意義亦使其延伸至新概念，進而從學習活動中發展結構性概

念，以提升學生的識能。 

二、  識讀文本設計模式 

文本設計與教學設計亦為一體兩面，教學設計是整體教學活動中重要的一環，係

指所有與教學相關之活動，如規劃、選擇、預備、實踐與評鑑等工作，內容綜合了教

學過程中諸如教學目標、教學內容、教學對象、教學策略、教學媒體、教學環境、教

學評量等基本要素 (張祖忻、朱純，188.)。而文本設計的目的即在於促進教學活動的

順利實踐，在教學內容設計上應盡可能觀照教學活動的每一環節。 

在相關文獻中對於教學設計理論之研究有諸多探討，例如：Heinich 等 (1872) 所提

出的 ASSURE 教學設計模式，有六個設計階段：(1) 分析學習者特質 (Analyze learner 

characteristics)、 (2) 陳述學習目標 (State objectives)、(3) 選擇、修正或設計教材 (Select  

methods  media  and materials)、(4) 使用教材 (Utilize materials)、(.) 要求學習者參與 

(Require learner participation)、(6) 評量與修正 (Evaluate and revise)，主要是提供中小學

教師在教室內實施教學的系統化教學設計模式；此模式著重於在實際教學情境中，慎

選與善用多媒體工具來幫助達成教學目標，並鼓勵學生互動參與。Dick 等 (2008) 提出
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的教學模式，界定了九個程序，分別是：(1) 界定教學總目標 (instructional goals)、(2) 

教學分析 (instructional analysis) 、(3) 界定起點行為與學習者特性 (entry behaviors and 

learner characteristics) 、(4) 編寫學習目標 (performance objectives)、(.) 發展測驗項目的

準則 (criterion-referenced test items)、(6) 發展教學策略 (instructional strategy)、(7) 發展及

選擇教學材料 (instructional meterials)、(7) 設計及實施形成性評鑑 (formative evaluation)、

(8) 設計及實施總結性評鑑 (summative evaluation)，其目的除了發展教學內容，亦重視

教學策略、評量準則、以及評量發展。另外像 Gagné 等 (200.) 提出了 ADDIE 教學設計

模式，分為五個程序：(1) 分析 (Analyze)、(2) 設計 (Design)、(3) 發展 (Develop)、(4) 實

施 (Implement)、(.) 評鑑 (Evaluae)，傾向於解決教學上遇到的困難，進而開發一套新的

教學流程。這些都說明教學設計模式已漸趨完備與多元，讓設計者隨著需求取向的不

同，選擇各自適合的教學設計模式。 

ADDIE 是一個通用和精簡的模式，此模式約於 70 年代末期出現，當時 ADDIE 模

式僅是一個口語的用詞，用來描述教學發展的系統性進路 (Molenda  2003)。此模式概

念可追溯到更早的 70 年代中期，佛羅里達州立大學和軍方發展了一個跨軍種的教學系

統開發模式，依序為分析、設計、發展、實施以及控制 (Control) 五個階段，此控制階

段意謂教學的評鑑和修訂 (蘇意雯，2023；Branson et al.  187.) 。 

Branch (2008) 認為 ADDIE 概念設計應用於教學系統設計中，可處理教學環境、學

習情境或知識脈絡等彼此交互影響的複雜問題，且 ADDIE 概念設計每一個步驟皆有固

定遵循的邏輯順序及運作的程序，亦可建構一個以表現成效為主的 (performance-based) 

教學設計。ADDIE 教學設計模式，為一種系統化教學設計模式，即指幫助教師有系統

地思考及計劃教學方式及教學內容的一種方法，也是在實踐數位學習時最常運用的系

統化教學設計 (Instructional System Design  ISD) 模式 (蘇意雯，2023；Mannaz  1887)。

本研究的目的之一在於發展文本設計，強調學習者識能表現之需求，是故以此做為文

本的設計模式，如圖 6。 
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圖 6      

ADDIE 教學設計模式 

 

(譯自 Branch  2008，頁 2) 

Branch (2008) 進一步說明 ADDIE 教學設計是一種問題解決式的循環系統。它可以

由教學內容的設計者，依實際需要或以進行中的課程決定由哪一個階段為起點；一旦

經過評量後發現存在著落差，那麼可以在任何必要的階段，開始相關的設計或修訂。

Branch 並強調其過程不一定是線性的，也不必然由分析端開始，完全視教學設計者需

求而定。此外，Branch 針對各個階段給予詳細說明，如表 10 。 

表 10   

 ADDIE 的通用教學設計程序表  
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(取自 Branch  2008，頁 3) 

以下說明表 10 的各階段。ADDIE 模式在分析階段的目的是要確定在施行過程中導

致成效差距的可能原因，即是分析執行結果與教學目標、學習者目標等有關的差距，

如圖 7 的「差距分析概念的描述 (Depiction of gap analysis concept)」。 

圖 7     

差距分析概念的描述                                                                                                                  

                                                                             

                                                                                                                                         

 

 

 

也就是說，分析階段主要是在核證與確定教學目標、學習者目標，以及完成目標

所需的資源等。所以在此階段亦可完成一個分析摘要，以澄清教學問題需求，以及制

定學習目標，確定學習者的特性、以及所用以傳遞訊息的媒介等 (蘇意雯，2023；

Gagné et al.  200.)。 

舉例來說，對於負數的多元概念應盡可能同時貼近語言直覺與數學思維，並突顯

新物件與舊經驗的一致性利用概念形成與穩固，藉數線上的視覺操作而完成「－」號

的多元意義 (Altiparmak & Özdoğan  2010; Bofferding  2014; Gagatsis & Alexandrou  2022; 

Vlassis  2007) ，如表 11。負數的多元概念之教學目標，其分析摘要有三：數線上的位

置，加減負數的二元運算，以及「取相反數」的單元運算。對數線上的位置與「取相

反數」的單元運算教學分析，目的在於發展數系的擴充，藉數線上的位置標示，或數

線上的視覺操作，強化新物件 (負數) 與舊經驗 (正數) 的一致性。在減號的二元運算意

義中，則以貼近語言直覺與數學思維的譬喻，亦突顯「負非減」的概念形成與穩固，

進而完成「－」號的多元意義。 

 

 

實際執行 (Actural Performance)     預期執行 (Actural Performance)     

執行落差 (Performance Discrepancy)          

1. 缺乏資源 (lack of Resource)        

2. 缺乏動機 (lack of Motivation)           

3. 缺乏知識與技巧 (lack of 

knowledge and skill)                      
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表 11    

「－」號多元意義 

  

設計階段，其目的是確認想要執行的內容以及採用適當的方法，比方說文本設計

之主要程序就是在設計文本時，先根據學習內容選擇適當的文本設計策略。而在設計

階段，要隨時掌握進度，確保執行目標，並能生成測試成效的策略，以及評量教學成

效的方法，如圖 7。 

圖 8      

ADDIE 設計階段循環流程 

 
取自 Branch (2008)，頁 61 

所以設計階段之目的即是查核所需的表現以及採取適當檢測成效的方法 (Branch  

2008; Gagné et al.  200.)。也可以說「教學對準考試內容 (teach to the test)」「考試對準教

學的方式 (test to the way your teach)」，以對於教學目標進行循環檢測。舉例來說，要強

調「負非減」的概念形成，在文本設計中即以「負非減」為一個段落的標題，進而陳

述：「負」是代表一個數的屬性、「減」卻是代表兩個數的運算。此為文本設計對準了

考試內容，而在評量中即可設計 3 − (−2) 之讀音測驗 (國字書寫)，或是 5 + (−12) 之

運算，此為檢測教學的方式，最後再進行策略之成效評估。 
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發展階段，其目的是產出和品保學習成果、以及確認在執行計畫中所需的所有資

源。在此階段完成時，表示已選擇或開發了實施計畫所需的所有工具，並能初步評估

教學成果。其主要程序就是生成一套全面的學習資源，例如所有內容、教學策略和其

他課程計畫、因應的教育媒材、制定教師手冊或學生手冊，進行形成性修訂，並進行

前導測試 (pilot tests) 等 (Branch  2008)。 

實施階段，其目的就是要準備好學習的環境，這環境亦指可以縮小成效差距所需

的新知識和技能的學習環境，包括教師和學生的準備，以及讓教師明瞭發展完成的文

本應如何操作。因此，實施階段要準備學習環境吸引學生並實際執行教學活動。 

評估階段，其目的是評估教學品質，並檢核教學實施之前與之後的整個 ADDIE 流

程，建立評估規準，選擇適當工具。Gagné 等 (200.) 對於評估 (評鑑) 階段認為包括兩

個部分：形成性和總結性，形成性評估是在各個階段，總結性評估包括測試標準相關

的參考項目，並提供機會讓使用者進行反饋。 

Branch (2008) 在 ADDIE 設計理念中特別強調課程設計內容應是「刻意的學習 

(intentional learning) 」而不是「隨意的學習 (tentional learning) 」。就好比課程是為了使

學習者能進行論述反思而設計了連結生活議題的引導，而不是因為此議題有趣於是將

它加入學習中；二者差別在於前者是有目的性的，後者則只是因緣際會地提供了一個

學習的機會，二者之比較如表 12。 

表 12    

「刻意的學習」與「隨意的學習」對照表 

刻意學習(intentional learning) 隨意學習(tentional learning) 

1. 有計畫的 (planned) 

2. 有方向的 (directed) 

3. 有明確指引的 (guided) 

4. 有目的性的 (purposeful) 

5. 明 確 的 師 生 角 色 (defined teacher-

student roles) 

6. 正式的 (formal) 

1. 無計畫的 (unplanned) 

2. 隨興的 (existential) 

3. 非主要的、順便的 (incidental) 

4. 非預期的、意外的 (accidental) 

5. 隨機的 (opportunistic) 

 

6. 非正式的 (informal) 

(譯自 Branch  2008，頁 7) 

也就是說，Branch 認為前者是目標導向的策略，有目的的或是正式的學習，這樣

的特性可促進學習者的自我調節，也提供了自我反思的機會；後者則是在非計畫內的
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或偶然發生的，在日常中隨機遇到的自然學習 (仍是一種學習)，像透過對話、觀察或

對事物的印象等學習，也包含雖在脈絡下學習但卻進行著無脈絡的活動。 

ADDIE 可以幫助教師進行系統性地思考設計，並具備了有效檢核教學的反思機制。

比方說，在設計階段的循環流程中，時時監督教學的目的 (teach to the test) ，使得檢測

的內容（「要學會」）對準教學內容，也監督教學策略的成效  (test to the way your teach)，

亦即檢核教學方法是否如預期之成效。而這樣的思維正呼應本研究之文本設計過程，

在預期之目的性下，選擇適當的文本設計策略，進而檢核此設計模式之成效。 

三、  識讀文本類型與書寫 

每個學科為了讓各自的學習產生意義 ，都有自己獨特的閱讀、寫作和交流方式 

(Cervetti & Pearson  2012; Fang & Coatoam  2013; Shanahan & Shanahan  2014) ，以達到各

自預期的學習目的，數學學科亦然。不同的文本不僅代表特有的書寫方式，亦隱涵著

該領域呈現知識的最佳方式。本小節分為兩個段落說明，首先闡述數學文本之特有類

型，做為研究者選擇適當之數學文本類型的參考依據；然後回顧關於書寫策略的文獻。 

(一)  數學文本類型 

數學文本特徵包含了數學先備知識、數學圖示理解、數學詞彙符號理解和數學

作圖程序理解 (秦麗花、邱上真，2004) ，O’Halloran  (1887) 也認為數學是透過使用

數學符號、圖形和圖表形式的視覺顯示，以及語言等符號資源來詮釋的。Dostal 

and Robinson (2017) 就將數學文本分為證明文本 (proof text) 、演算法文本 

(algorithmic text) 、代數/符號文本 (algebraic/symbolic text) 以及視覺文本 (visual text) 。 

證明文本可以培養精確性的邏輯思維與語言表達，也是一種演示推理 

(demonstrative  reasoning)，是從既有的事實按部就班地完成推理論述，所以它具備

了嚴謹性、不變性 (Alibert & Thomas  2002; Hanna  2002; Polya  18.4)。即便如此，

Tymoczko (1876) 對於數學證明卻有不同的看法，認為數學知識的核心應在於溝通，

而「數學證明，一般應具有一定的開放性和靈活性。它們可以被改述 (paraphrased) 、

重述 (restated) 或填充 (filled out)。」Tymoczko 指出證明方式超越了任何特定的形式

表達，同時也認為非形式的證明常常是具有說服力的，而且往往會導出新發現。
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Davis 與Hunkins (1876) 也指出證明可以扮演成幾個不同的角色，它可以做為驗證、

帶來新發現、論證的焦點，也可以幫助消除錯誤。像這種非形式的證明文本類型，

對於初學者 (包括初入中學階段的學生) 而言，是較為恰當的，因為它不需要克服許

多證明的嚴謹程序或邏輯結構。因此對於初入代數學習階段的學習者，數學證明的

恰當方式，就是能夠以說明方式說服學習者相信數學家所宣稱的數學想法為真，提

供培養數學邏輯思辨能力，即為證明的目的。 

「演算法」是提供一個對於問題沒有已知答案或資料規模太大而無法筆算時的

一種解決問題的方法 (Dostal & Robinson  2017) ，其主要特徵在於控制結構 (control 

structures) ，即一些廻圈的設定與結束 (IF-THEN statements  FOR loops  WHILE loops 

等等) 。所以 Dostal 與 Robinson 就認為閱讀演算法文本必須具備基本的布林代數概

念。然而在探討七年級學生的閱讀文本時，上述所述之演算法文本所應具備之能力

在中學階段少有著墨。因此研究者欲以「程序性文本」取代「演算法文本」。 

依據 107 數學領域之數學學習表現第一點：認識、理解、熟練：「認識」包含

察覺、認識；「理解」包含辨識、概念連結、理解；「熟練」包含可做應用解題、推

理，以及程序課題上的熟練 (國家教育研究院，2014) ，說明程序性知識至關重要。

Hiebert 與 Lefevre (1876) 將程序性知識分成兩部分，一是數學的符號表徵系統或形

式語言、二是演算能力、規則的熟練以及解題的完成。本文將第一點置於後面的

「代數／符號文本」中說明，在此聚焦於第二點「程序性文本」的主要特徵。 

Hiebert 與 Lefevre 認為檢核程序性知識的關鍵特徵就是以預定的線性順序執行，

也就是說在第 N 步開始前，必清楚明白來自於第 N-1 步中的結果。然而程序性知識

的特徵也並不是這麼的唯一性，對於解題策略或是觀察視覺圖片、操作具體物等這

些行為，如數線操作或是尺規作圖也都是程序性的知識。此外，Hiebert 與 Lefevre

也提到程序性知識也有結構性的特徵，一個子程序是包覆在另一個程序內，一旦理

解了整個程序，那麼子程序也被認為已理解。舉例來說，負數單元中，如果正確識

別 −2 − 3 = (−2) + (−3) = −(2 + 3) ，那麼對於負號的抽象符號變換與化簡也視

為已理解。基於此論述，本研究則以程序性文本取代演算法文本。 
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代數文本在於一般化與濃縮的意義 (generalize and condense) ，其目的在於讓學

習者逐漸提升抽象層次 (Dostal & Robinson  2017) 。首先對於符號的認識，Pimm 

(1871) 舉例如：語標 (logograms) ，針對某個數學概念創造的特定符號，如 +、—、

× 、 ÷ 、％、√⬚ …  等圖像符號 (pictogram)，指具有特定性的圖標，其中符號與意

義有密切相關；又如 ∆、 ⊥ 、 ∥ 、∠ …等都是應習的對象，也要能恰當使用這些符

號做數學表徵；其他如特殊字母符號 (含希臘字母) ，只要有賦予數學中的特殊意義，

則應予以強調，如 𝜋、𝜇、𝑖 … 等；若以包含負數的數線為例，那麼原點 𝑂 也是在強

調正負對稱意義時所必要的，或是習慣上將英文前面字母 𝑎、𝑏、𝑐  等做為常數或

係數的意義，後面的字母 𝑥、𝑦、𝑧 等做為未知數或變數的意義。以負數單元為例，

「−」號的雙重意義，在讀出 5 − (−12) 的讀音時，辨識「減」與「負」號在式子

中不同的運算意義更是要學習的，因為它是能將文字轉化成符號的表現。 

符號代數學習的另一目的，即為熟練表徵的意義，是觀察並表達關係的方法，

有助於學校數學內容的整合，也是比算術更有效率且自然的解題方法 (NCTM  

2000)。代數可以教導學生 (或稱學習者) 數學有關的定義與技巧，能做說明、類比

及歸納的辨識；也提供學生對一些基礎數學步驟的理解，能對數字、圖表及符號表

徵加以詮釋，說明「符號的感覺」，創造與解釋數學的模式，分析與比較關係，應

用基本公式迅速解決問題 (陳嘉皇，2007)。 

「視覺文本」也是有效的教學工具。Dostal & Robinson (2017) 認為視覺能力是

我們從這世界獲得訊息最重要的來源方式。我們渴望從視覺中獲得的不僅是在眼前

看到什麼，同等重要的是看不到的還有什麼。所以「視覺文本」要注意突顯概念間

的關係 (relationships) ，此關係包含代數符號間的關係或是圖形中的關係。Kirshner 

與 Awtry (2004) 指出「視覺顯著性 (Visual Salience) 」就是具有視覺上的連貫性規則。

例如前面的表 8：左欄的等式中，等號左側與右側看起來自然地相互關聯，在視覺

顯示中有著連貫性，而這樣的呈現是更可以在彼此之間建立有意識的聯繫，也可以

協助學習者的直覺認知。相對地，右欄中的代數關係就顯得沒有視覺顯著性。 

透過上述四類文本之目的與特徵說明，可以在學習目標設定之後，決定識讀文本之

適當書寫形式，透過特有之關係與適當的表徵，促進刻意的學習。 
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(二)   數學閱讀與書寫策略 

Brozo 等 (2007) 認為：學生在數學閱讀方面的弱點，往往是由於他們在嘗試理

解讀本時，遇到複雜符號的障礙。學生一旦在閱讀數學上有困難，就會開始有數學

學習上的退化 (Lin & Tsai  2021)。也可說有時學生的學習停滯，不代表能力不足，

而是在文本的閱讀有了障礙。Harlaar 等 (2007) 亦指出學生需要「學習如何閱讀 

(learning to read)」和「從閱讀中學習 (reading to learn)」的教學。Mckenna 與 

Robinson (2002) 歸納了學科閱讀包含三種主要的認知技能：一般讀寫技能 (general 

literacy skills)、學科背景知識 (prior knowledge of content)、學科特殊閱讀技能 

(content-specific literacy skills)，如圖 8。 

圖 9     

學科閱讀指導的三種認知技能 

 

 

 

譯自 Mckenna  M. C.  & Robinson  R.D. (2002)  p. 8 

圖 8 中的第一種認知技能，「一般讀寫技能」是在進行一般閱讀時必要的識字

或理解能力；第二種認知技能，「學科背景知識」則是在閱讀中富者愈富的概念 

(柯華葳著／陳明蕾編，2022)，意即即使這新概念尚未學習，但可能因為曾經看過

或經歷過類似經驗而有所頓悟，故背景知識是可以幫助學生更快理解新知識。至

於第三種認知技能，「學科特殊閱讀技能」則是在學科閱讀中占有舉足輕重的地位，

根據相關研究也發現在預測數學閱讀理解能力時，數學閱讀特殊技能所占的貢獻

量最大 (秦麗花，2016；Lin & Tsai  2021; Schöber et al.  2017) 。 

對於數學文本如何的讀與寫實為一體二面。在數學領域中，數學詞彙和符號

具有傳達、溝通、解釋數學概念的功能，文本又包涵諸多新的術語與概念，再加

上閱讀文本的歷程，可算是對於欲透過文本閱讀理解知識的讀者，以及意圖將數

學科景

背知識 

 
學科特

殊閱讀

技能 

一般讀

寫技能 

學科閱讀 
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學知識透過文本讓讀者理解的編寫者，之間的溝通歷程。故若無法將詞彙和符號

與概念做連結，就會導致學習上的困難 (秦麗花，2016)。如圖 10。 

圖 10    

概念表徵轉譯過程 

 

改自 Mckenna  M. C.  & Robinson  R.D. (2002)  p. 16 

根據上述討論，學科閱讀有其一定的理論基楚與適合的與書寫策略。對數學學科

閱讀而言，不論是閱讀者或編寫者，都是透過適當的閱讀技巧／書寫策略，進而理解

文本的內容，建構學科學習的意義。 

小結 

在本章的文獻探討中，首先釐清「數學素養」定義，做為識讀文本之素養實踐依

據。接著闡述「知行識」課程架構做為數學素養實踐指引之適切性。然後依據教科書

的內容分析文獻，探討以數學素養做為內容分析之關注面向時，教科書對於知行識之

布題設計，與其具體實踐指標的呈現方式，據此發展本研究之負數單元與分數單元的

識讀文本內容。此外，對於數學概念的形成，如概念譬喻與視覺操作之理論基礎及數

學文本類型進行論述，以使本研究識讀文本得以具備建構數學知識之理論基礎。最後，

探究 ADDIE 教學設計模式，將它應用於識讀文本的設計，先決定合宜的數學文本類型，

再探究從分析、設計、發展、實施、與評估階段的反覆修正與監督的循環模式中，檢

核本研究之識讀文本施行之可行性與有效性。

理解意義 建構意義 表達意義 
寫 

編碼 

讀 

解碼  
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第 參 章 研究方法 

本研究架構流程如圖 11，主要說明三個研究問題之研究流程與分析方法。首先，

研究一，透過「知行識」觀點分析七年級數學教科書中負數與分數的學習內涵；然後

根據研究一結果以及第二章文獻探討，做為「數學識讀文本」開發與實驗研究的理論

基礎，進行七年級的數學識讀文本開發。再依此分為兩個研究構面：其一，以分數識

讀文本為例，依據 ADDIE 設計流程，探究文本設計歷程可行性，是為研究二；其二，

以負數文本為例，進行識讀文本在教學後之實徵成效，是為研究三。基於避免資料重

覆敘述，亦便於提供更多文本的研究訊息說明，本研究於研究二、研究三分別以分數

單元、負數單元內容為例說明，做為識讀文本發展可行性與實徵成效之佐證。 

圖 11    

識讀文本發展與研究架構流程 

  

                                                                                                    

 

                                                                                                     

                                                                                                     

 

 

 

 

 

 

 

 

研究一：以「知行識」觀點分析

108 課綱七年級數學教科書內容 

數學素養 

數學識讀文本開發與實驗 

數學識讀文本發展研究架構              

數學識讀文本相關文獻分析                        

編寫七年級全冊數學識讀文本 

以分數、負數文本為例 

研究二：識讀文本開發研究 

                  —以分數文本為例 

 

研究三：識讀文本實徵研究 

                —以負數文本為例 

依據 ADDIE 流程 

設計識讀文本 
實徵結果分析 

結果反饋 

文 
本 
實 
徵 
研 
究 
循 
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首先說明本論文之整體研究以「本研究」稱之，本章之三個研究問題分別以「研

究一」、「研究二」、「研究三」稱之。第一節即為研究一，說明甲、乙、丙三個版本教

科書在負數與分數的教材題型內容中，對於「知行識」之呈現方式與分佈比例之研究

方法；第二節為研究二，識讀文本開發設計歷程之研究方法，研究二之識讀文本開發

雖已完成七年級全冊單元，然於本研究中僅以「分數」單元作說明，其餘單元之開發

流程皆相同不在此贅述；第三節則為研究三，針對「負數」單元進行實徵研究之研究

方法。 

研究一 三版數學教科書內容分析研究 

一、  研究流程 

研究一主要依據 107 課綱的數學領綱，針對甲、乙、丙三個版本教科書編輯之負

數、分數單元進行分析，採內容分析法以三版本中所有的主題小概念做為分析單位，

依每個小概念中所涵蓋的知、行、識向度設計進行分析。對於教材分析內容以量化方

式分析相關內容之外，亦依據教科書內容屬性採質性描述與詮釋，以進行客觀的推論

分析。研究流程如圖 12。 

圖 12    

三個版本數學教科書之負數、分數單元教材分析架構 

 

 

 

 

 

 

 

 

分析每個版本其主題之小概念內涵「知行識」比重 

比較各版本「知行識」內涵的差異 

類目建構與資料編碼 

甲版 

負數與分數單元 

丙版 

負數與分數單元 

乙版 

負數與分數單元 

內容分析單位與分析模型 

歸納結論 
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二、  研究樣本 

本研究一以目前國中階段使用之三個版本，即甲、乙、丙版之國中七年級數學教

科書做為研究樣本，並以「負數」與「分數」單元做為分析對象。三版皆依據 107年發

布之數學領綱編輯而成，故在編輯理念上皆以「總綱」理念奉為圭臬，其呈現方式大

同小異，唯本國教科書是以學年為一個學習階段，對於每一學年應學習的單元置放於

哪一個學期則由各家版本規畫。以七年級數學教科書為例，共有九個教學單元，甲版

上、下學期各安排 3、6 個單元；乙版上、下學期安排 3、6 個單元；丙版上、下學期

安排 4、. 個單元，故每個版本的頁數會有所不同。 

此外，甲版於每章的首頁都安排 2頁的引起動機、每節都有溫故知新，章末有 3頁

的補充知識，其中有 2 頁是學負數相關的遊戲 (不列入研究)；乙版於每章的首頁則安排

2 頁的引起動機與先備知識、章末與負數相關補充知識 . 頁 ，其中有 2 頁為遊戲活動 

(不列入研究)；丙版於每章的首頁安排 2 頁的引起動機以及 1 頁的學習前哨站、章末與

負數相關補充知識 1頁。本研究之內容計次標準以教科書內容編有頁碼者；未編入頁碼

者皆為冊末的課外補充，教師一般皆視為補充教材，由學生自行閱讀，在評量上亦較

難有檢核標準，故不列入計算。分數單元，甲版與乙版皆安排於 2-3 節，丙版安排於第

二章第三節與第四節 (2-3、2-4)，但 2-4 包含指數律內容頁數予以扣除。三個版本巿占

率依序為 24%、4.%、31% (圖地，2022)，表 13 為各版本相關資訊。 

表 13    

三個版本數學教科書基本資料 

 甲版 乙版 丙版 

使用版本與年份 七上(112 年 7 月) 七上(112 年 7 月) 七上(112 年 7 月) 

中小學數學教科書 

市占率 
24% 4.% 31% 

上冊總頁數 210 21. 22. 

負數

單元 

章別安排 1-1、1-2、1-3 1-1、1-2、1-3 1-1、1-2、1-3 

負數內容頁數 60 (27..7%) 64 (28.77%) 62 (27..6%) 

分數

單元 

章別安排 2-3 2-3 2-3、2-4 

分數內容頁數 22 (10.47%) 21 (8.77%) 21 (8.33%) 

出版社成立時間 1870 年 1877 年 18.8年 
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三、  研究工具 

研究一採用「知行識」課程架構，然審定教科書並沒有宣布「識」向度教學目標，

所以研究者依據文獻中「知行識」向度認知層次的分類，以及國立臺灣師範大學心理

與教育測驗研究發展中心[心測中心] (心測中心，2021)，自編「數學識能評量規準」

( 陳玉芬、單維彰，2022)，做為實踐「知行識」課程架構的評量工具，也因為「識」

相對於「知、行」是素養導向課程與相對課程理念 (例如學科導向) 的關鍵差別，所以

稱之為「識能規準」，即期望學生學到哪些內容及做到什麼程度，如表 14。主題與次主

題呈現學到哪些內容，A-D 四表現等級則描述做到什麼程度，其中 C 等級所謂的「基

本」是指「若學不會， 會影響國中三年的學習」，而 D 等級的「簡易」是指「C 等級的

先備知識」。 

表 14    

國民中學標準本位評量數學領域各主題評量標準—以分數為例 

 

表 14 即以 7 年級分數為例說明，主題為分數運算、次主題為 (正) 分數的乘法運算

為例，描述各等級的表現，其中 D 等級 
2

3
=

1

3
× 2 在教學脈絡 (識讀文本) 中的意義並非

乘法算則，而是可以知道一般分數 
2

3
  可藉由單位分數表示的意義。所以就此課程而言，

雖然 D 等級並非 C 等級的直接先備知識，但 D 等級確為將 C 等級應用於 B 等級所需的

先備知識，也就是此項「次主題」的先備知識，故研究者認為它仍符合心測中心的 D 

等級。又各向度的評量必須對應適當的表現等級，需要拆分各向度的評量目標，本研

究依據文獻分類，並以正分數乘法之次主題為例，依實際需要將「知行識」三向度的

評量目標細分兩級，標示為知 1、知 2、行 1、行 2 與識 1、識 2，各項目所屬的表現等
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級與描述如表 1.，並以「7 年級分數運算」主題為例，說明學生在此準則下應盡可能

達到對知識的理解掌握、程序技能的嫻熟以及能應用並解決生活問題的態度。 

表 15    

數學識能評量各向度目標、等級與規準說明示例 

向度 等級 規準說明 

知 1 D 

知道一般（正）分數都是單位分數的倍數（整數倍）。例如 

3

5
 是 3個 

1

5
，視情況可記作 

1
3

5
  或 

1
3

5
 。 

知 2 C 

知道單位正方形的面積為 1（平方單位），將它切割成 n個（彼此全

等的）矩形之後，每個矩形的面積為 

1

n
（平方單位）。知道單位分

數相乘的意義之一是面積，也知道交換相乘的順序仍是同樣的面

積，例如 

1 1 1 1

3 5 5 3
 =  。 

行 1 C 能作單位分數的乘法計算，例如 

1 1 1

3 5 15
 = 。 

行 2 B 

能作一般正分數的乘法計算，例如  

3 5 1

2 4

5

8
 = 。學生能運用交換律

即可，不必刻意評量交換律。能用分數乘法解決典型的應用問題，

例如求邊長為 

1
3

2
 和 

3
1

4
 英吋的長方形面積。 (假設帶分數轉換的學

習已經穩固) 

識 1 B 

能將較不常見或需要多步驟的問題轉換為關於分數相乘的數學模

型，例如將 10 張 3 吋長的便條紙黏接成一長條，每兩張之間的重疊

黏貼處是 
  1  

4
 吋，總共有多長？ (只有列式或轉換為數學模型的思維

屬於此項。) 

識 2 A 

能解釋分數乘法算則的理由，能解釋為何分數相乘的順序不影響結

果 (不必強調「交換律」這個術語，也不限定使用單位分數)。能欣

賞單位分數為發展分數乘法之概念與算則所提供的幫助。 

一般而言，「知行識」所對應的表現等級不一定是從低到高，各向度也不一定要對

應恰好兩個表現等級。原則上，數學素養課程架構所建議的「知」是指學習內容，亦

即「是什麼」或「學什麼」的課程目標，側重於能夠從記憶中提取，在認知上能夠指

認；「行」是「怎麼做」或者「做什麼」的課程目標，指的是學生所展現出來的數學能

力， 包括程序執行、解題、溝通、論證等等；至於「識」則是關於理解和連結的後設 
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認知，以及對其價值的認同，建議理解成「為什麼會這樣」、「為什麼選擇這樣做」、

「怎麼發展成這樣」之類的課程目標。 

 四、 內容分析單位與分析模型 

(一) 內容分析單位 

研究一以文獻中表 4及表 6之「小概念」與「學習活動」為分析單位，其中所有的

活動引導、練習、 評量等部分，都納入每一個小概念的分析。如果一個「小概念」與

「學習活動」中包含其他補充內容，而它們之間並沒有直接關聯將被視為兩個單位。

焦點在於主題的概念內容分析 (即說什麼)，主要目的在於客觀審視教科書的呈現方式，

縱向分析則關注這些「小概念」與「學習活動」內容呈現形式，依據數學素養之學習

表現，以及掌握數學素養中五個向度 (參考表 7 內容) 的指標，再對應「識能規準」三

個向度做為類別項以及表 2對知能、技能、識能的定義，並確保各類目間具有互斥、窮

盡及可靠三個原則 (張芬芬，2012；徐偉民、黃皇元，2012)。由於學習表現在於展現

學習者的學習能力指標，此外，每一個「小概念」表徵方式雖有不同，但都不脫離圖、

表、文字或例題的呈現方式，因此，一個系列題目同屬一個知能、技能、與識能，僅

計次一次。亦即每個「小概念」可以同時具有知能、技能、與識能，但最多各一次。 

以乙版內容說明，圖 13 為一張描述玉山氣溫低於零度的表示法，在「正數與負數」

單元中，以生活情境的「主題引導」對話方式作概念引導設計，圖 13 紅框內的文字對

話內容，說明使用負數的動機以及告知負數的表示法，故屬「知」向度的知能。 

圖 13    

負數表示的知能 

 

再以「分數的四則運算」單元為例，若表徵方式為操作演算或是使用合理的步驟

進行運算，皆歸之於「行」向度的技能，如圖 14。 
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圖 14    

分數四則運算的技能 

 

至於像圖 1. 呈現的對話是對於一個分數的表示如：「−
7

4
、

−7

4
、

7

−4
」何者較為恰

當？屬概念性知識，但因提供了學生思考與論述的機會，即指具有知識的關聯性，也

凸顯片斷與片斷之間相關性知識的網絡連結，亦或將各個事實和命題之間的關係連結

起來，故屬「識」向度的識能。 

圖 15    

負號認識的識能 

    

研究一乃從數學素養觀點下分析各概念「知行識」向度內涵，即分析三個版本負

數與分數單元的小概念與學習活動，凡屬此小概念與學習活動範圍的即代表一個分析

單位，每個分析單位做為橫向類目 (即表 4、表 6 中的小概念與學習活動)。此外，在不

同版本中的「學習活動」名稱會有所不同，例如：甲版有「迷思診察」、「素養花路

米」，乙版為「數學好好玩」、「探索活動」，丙版則為「自我挑戰」、「趣學數學」

或是另闢小主題「碳足跡」，這些亦屬於每個單元下最小分析單位的橫向類目。本研

究之三個垂直向度，即聚焦於每個小概念的「知行識」內涵，且各版每個單元下的小

概念與學習活動設計屬於複合型 (即一個小概念可能同時有知、或行、或識各向度) 。 

做分類歸屬時可以有多重選項，凡小概念涵蓋「知行識」任一類別，皆計次 1次。

以三個版本各自涵蓋的「小概念」做為判別歸屬的分析單位，每一個「小概念」是一
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個完整的教學程序，凡屬此小概念進行中所使用策略皆屬之。如：在引入負數符號概

念時，會有「主題活動 」，如圖 16，然圖 17 仍是該「主題活動」的文字說明與內容補

充，圖 17也是為學習負數符號概念的「例題說明」與「隨堂練習」，像這樣的安排則歸

屬於 1個分析單位，研究者再根據此分析單位進行「知行識」向度的計算，凡符合任一

向度，則計數 1次，每個分析單位最多為「知行識」向度各 1次，針對此負數符號小概

念而言，圖 16 至圖 17 皆屬知能培養，故僅計知能 1 次。至於圖 18 的「數學好好玩」，

其內容在於介紹符號的由來，則屬學習活動，故另闢一個分析單元類目。 

圖 16    

引入負數概念的「主題活動」 

       

圖 17    

負數概念的「主題活動」文字說明 

 

圖 18    

負數概念的例題說明與隨堂練習 

 

圖 19    

數學好好玩       

         

 

再來圖 20 為一個探索活動，主要學習包含負數的「整數」概念，而圖 21 則是針

對「整數」概念學習的練習題，故歸屬為同一個「小概念」分析單元。再依據「識能
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評量規準」針對「小概念」分析單元辨識「知行識」向度，圖 20 雖名為探索活動，

但實為知識概念的說明，並未有計算的操作行為，亦未有相關概念連結，故屬知能，

計次 1次；圖 21雖為隨堂練習且有 3小題，但皆屬於知識的辨識，故亦屬知能，因屬

同一個分析單位，故知能不重覆計次，即仍計次 1 次。 

圖 20    

「整數」概念的探索活動 

      

圖 21    

「整數」概念的隨堂練習 

                   

圖 22 說明小數與分數在數線上的標記方式，因透過局部放大觀察引導，目的在

於透過整數標記擴展至小數或分數的標記方式，但因為分割的格子 ( 
1

4
 與 0.1 格) 皆已

畫好，故屬辨識的知能活動。                                        

   



 

62 

  

圖 22    

小數與分數的標記方式 

 

圖 23 整數的乘法特性 ，主要在說明「乘法交換律」，屬知能；圖 24 則是乘法交換

律的應用題，屬技能；圖 2. 的隨堂練習，需要說出自己的想法理由，故屬識能。此

三部分皆在說明整數的乘法特性，故屬於一個分析單元，且知能、技能、識能各計次

1 次。依此類推至各版本冊末之所有相關內容，皆予以分析統計。唯因置於冊末，教

師是否有完全引導或做為學生課後自行閱讀之補充內容，則不在本文分析之內，但做

為本研究之結果討論之補充說明。 

圖 23    

整數的乘法特性 

 

圖 24    

乘法交換律的例題說明 

 



 

63 

  

圖 25    

乘法交換律的隨堂練習 

 

(二) 編碼者信度與分析模型 

教科書內容之「知行識」類目分析完成之後，則採用「評分者一致性」做為信度

的檢驗方式，編碼者信度編碼過程分別由三位：研究者本人 (A) 、數學系教授 (B) 、

統計評量領域助理教授 (C) 組成。檢驗方式由編碼者 A 選取負數及分數單元各隨機選

取 33 個「小概念」（共 66 個任務），交由另外二位 (B)、(C) 評分員針對相關單元之

教科書內容，依據「識能規準」的「知行識」向度分類，進行一致性檢定。本研究刻

意選擇非數學專科領域者為其中一名評分員，意在以非專業角度下，不僅更能客觀分

類，亦能針對「知行識評量規準」做更完善的修正。並針對不一致的地方進行討論及

微調架構讓定義更清晰且容易執行。內部一致性如表 16 所述。 

1. 信度分析步驟 

其題目信度考量，採用評分員信度法檢視評分者間同意度，先計算評分者間的相互同

意度 (𝑃𝑖) ，再求得平均相互平均值 (𝑃) ，最後歸類之結果依伯格納簡易信度公式計算

信度 (𝑅 ≑ .934，𝑅＞0.7) ，相關公式如下 (歐用生，2000) 。信度計算結果如表 16。 

相互同意度 (𝑃𝑖) ，𝑃𝑖 =
2𝑀

𝑁1+𝑁2
 ， 

M：兩人共同同意的項目數； 

𝑁1、𝑁2：第一、二位評分員應有的同意數 

平均相互同意度 (𝑃)  

𝑃 =
∑ 𝑃𝑖𝑛

𝑖=1

𝑁
 ，𝑁：評分者相互比較的總次數 

簡易信度 (𝑅)  

𝑅 =
𝑛𝑃

1 + [(𝑛 − 1)𝑃]
  ，𝑛：評分者總人數 



 

64 

  

表 16    

第一次「知行識」向度分類信度結果 

 「知」向度 「行」向度 「識」向度 

編碼者 B C B C B C 

研究者 A .70 .66 .76 .70 .6. ..0 

編碼者 B  .60  .70  ..2 

編碼一致性度  𝑅 ≑ 85% 𝑅 ≑ 93% 𝑅 ≑ 79% 

第一次「知行識」向度分類的檢核，其簡易信度知能的評分員信度相對較低，識

能信度則未達標準值，主要是對於知、識向度未有明確共識，不一致的原因主要來自

描述「小概念」之「知行識」概念仍有許多因個人主觀對知能、技能、與識能的認知

不同，舉例來說：以生活情境的「主題引導」會誤以為是識能連結，所以必須再定義

識能是必須要增加「能將情境問題轉換為數學式子的表徵有跨概念的連結」之陳述。

又或是雖動手標示位置，但若已分割好單位，只需標示，則應屬知能而非技能。故於

知能定義再修正為「屬於事實資訊 (也包含一系列連貫的事實資訊) 或非對即錯等事實

區辨之學習內容」，諸如這些，對於不一致的部分都會逐一討論，直到三位編碼者都

可以接受為止。 最後經完全溝通後，得表 17 之「知行識」向度信度結果。 

表 17    

第二次「知行識」向度分類信度結果 

 「知」向度 「行」向度 「識」向度 

編碼者 B C B C B C 

研究者 A .8. .80 .87 .8. .86 .73 

編碼者 B  .80  .86  .72 

編碼一致性度  𝑅 ≑ 97% 𝑅 ≑ 99% 𝑅 ≑ 95% 

2. 分析模型 

研究者將所有「小概念」依據文獻整理類目為 (知能、技能、識能) 三個能力，分

別以  (知能、技能、識能) 做建模研究，再將統計數據做折線圖比較三版本負數與分數

各小概念在「知行識」向度的舖陳趨勢。舉例來說，以每一個小概念為一個事件，並

將是否涵蓋知能、技能、識能設定為 1或 0，有涵蓋為 1 (折線圖上對應為高點)，無涵

蓋為 0 (折線圖上對應為低點)，故若其  (知能、技能、識能) 對應值為 (1  0  0) ，即代

表此小概念有知能概念，但沒有技能，也沒有識能概念。舉例來說，若有三個小概念，
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其 (知能、技能、識能) 對應值分別為 (1  0  0)、(1  1  0)、(1  1  1)，那麼所繪製出的折

線圖如     其三組對應值分別對應 區 (1  0  0)、區 (1  1  0)、區 (1  1  1)。 

五、  資料處理與分析 

研究一以三個版本數學教科書中的負數與分數教材內容中，所有「小概念」與

「學習活動」(合計 162 個) 為分析單位進行分析，並將分析結果登錄於隸屬的類目中，

並統計各類目所占的百分比，以瞭解各單元對該教學事件的編寫情況。統計該單元對

於知行識分佈比例，並繪製相對應之折線圖，做為分析教科書實踐知行識向度之依據，

並比較三個版本對於知行識分佈的差異性。使用之統計方法有：敘述性統計 

(descriptive statistics) 說明每個「小概念」與「學習活動」在「知行識」各向度的分佈

狀況，並以次數分配及百分比進行描述，再以分析模型折線圖比較各版本「小概念」

與「學習活動」差異模式，以及卡方獨立性檢定 (Chi-square independent test)，說明各

版的教材的「小概念」與「學習活動」在「知行識」向度的布題比例是否有差異，從

而進一步說明各版本之數學素養的內涵以及編寫情況。 

研究二 識讀文本開發研究 

研究者自 2020 年即開始研發「數學識讀文本」之編寫，並同步針對研究者任教

學校的七年級部分班級學生進行試教，然後逐年修正與自主改善，以下說明文本開發

所進行的流程。 

一、  識讀文本開發流程 

研究二之目的在於發展數學識讀文本，以 ADDIE 教學設計模式，做為識讀文本

設計歷程之研究策略。以分數識讀文本為例，研究流程探究二個階段：第一階段以

107 課綱與識讀文本相關文獻為本，再依據數學相關理論發展以數學素養為導向之

「分數識讀文本」(圖 26 上框 )，即分析、設計、發展階段；第二階段依 ADDIE 設計

流程進行實驗修正，同時針對分數單元進行教學分析，透過學習後的教師與學生回饋

進行反覆修正、增強或補充應習得之知能、行能、識能內容，以完成識讀文本開發 

(圖 26 下框 )，至於第三階段的「文本評估 (發展成熟)」階段，則不在本研究範疇。 
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圖 26    

ADDIE 教學設計模式—七年級數學識讀文本發展流程圖 

 

文本開發的第一階段，探究二個部分。其一為文本格式的設計，包含可閱讀性、

閱讀量的恰當性、用詞遣字、內容接受度等的設計內容探究；其二為文本內容對於

「知行識」向度的設計。本研究之識讀文本是以分數單元為例，稱之為「分數識讀文

本」，並提出三個主題的學習目標，分別是：「分數的意義（包含分數與小數的應用）」、

「單位分數」、以及「分數的乘除」。文本開發的預期成效皆利用「差距分析概念描述」 

(如圖 7)，所設計的「執行評量摘要表 (performance assessment chart) 」( 引自 Branch  

2008，頁 30) 進行檢核。 

第一階段 

第三階段 

第二階段 
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文本開發的第二階段，為「文本實施 (試行反饋)」，也是檢核文本設計歷程階段

與預期目標之差距。內容包含單元學習完成後之學習評量活動 (包含隨堂練習、閱讀

整理、隨喜練習或課後評量) 的設計。此階段主要在經過課程的前導 (pilot study) 施行

後，與現場教師溝通並檢討待修正或未如預期成效部分。此外，本階段也是在檢核學

習內容是否已達到「知行識」層次的知能、技能、識能。此階段以一個學年為一個試

行單位，試行 1 年後針對試驗班級施作半結構性問卷回饋，並對部分學生質性晤談且

錄製影音存檔。問卷主要調查目標為文本可讀性層次，如：識讀文本難易度、文本內

容量的學習負荷、排版的可閱讀性，以及文本內容喜好度等，並加以訪談為輔。調查

之後依據現場教師教學心得及施測學生資料回饋整理，再經由專家審核反饋做二次修

正，建立可行性之教學策略再次試行。第二次則著重於教學內容成效性，如：文本的

精簡與單元修正，以及課後反思之聚焦提問，同時為檢核「知行識」學習成效，開始

編製「數學識能評量規準」，於教學完成後，進行識能學習分析，然後依此回饋做為

第三次施行之參考。 

第三階段的發展成熟階段，則是在歷經三年實驗之後，預期進行成效評估後的最

後修正，期能發展可滿足教學需求效能下的有效識讀文本，並將此識讀文本作品集結

產出。但此階段不在本研究範疇。 

二、  研究參與對象 

研究二歷經三年 (108、110、111 年)  實驗與試教，參與對象說明如下： 

(一)  研究者：此質性研究的教學者與觀察者，負責資料的收集、 整理與分析，收集學 

生的各種學習資料，並與協同研究者共同討論修正教學方案。 

(二)  協同研究者：為數學教育研究之教育專家，在研究過程中提供理論的支持，使研

究能往前邁進。並與研究者就教學現場實際發生問題進行討論，提出適切見解，

使研究更為完善。在資料分析時，協助檢驗原案分析的適當性，共同進行三角校

正使資料的詮釋更加客觀。 

(三)  參與教師：2 位，皆為數學教師，僅提供對於識讀文本在閱讀上的意見，並未參

與文本設計與教學研究。 
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(四)  參與學生：本研究採便利取樣，以研究者任教的北部公立高中的國中部一年級學

生 (歷時 108、110、111 學年的三屆學生) 為參與對象。分數識讀文本亦歷經三屆

不同七年級學生教學實驗與文本修正，各屆人數分佈情形如表 17。在 108 學期結

束時，採自願參與的 6 名學生進行深入錄影晤談，編號分別為 S10801 (女)、

S10802 (男) 、S10803(女)、S10804 (女) 、S1080. (男) 、S10806 (女) (編號說明：

S10801 代表 108 學年度序號 1 的學生，其餘以此類推)，訪談問卷如附件八。 

表 18    

109、110、111 學年參與「數學識讀文本」教材實驗學生分布一覽表 

年度 
參與實驗 

班級數 

參與實驗學生

總人數 
男生人數 女生人數 

參與教材實驗 

教師 

108 6 126 66 60 

研究者 110 4 101 .1 .0 

111 4   81 .7 33 

學生來源皆為新北巿三峽區某巿立高中之七年級學生，由同一位數學教師 (研究

者) 進行識讀文本教學實驗。研究對象皆為 S 型常態編班，每週 . 節的數學課，唯實

驗組學生依據負數文本內容安排 4 週，進行每週 1 節的識讀文本閱讀。 

三、  研究對象 

研究二的研究對象是依據 ADDIE 發展設計流程所設計的「分數識讀文本」，內容

共有三個單元，分別是「分數的意義」、「單位分數」、「分數的乘除」。基於本研究乃

聚焦於識讀文本設計歷程，故採質性詮釋文本設計流程與可行性。識讀文本皆透過教

學、教師回饋、學生回饋、以及專家指導試行三年，包含內容、排版、與單元份量等

的修正，文本內容經排版修正、難易度修減、活動時間考量，以及文字精簡表達等因

素，逐年修正，最後完稿內容如附件三、四、五。 

四、  研究工具 

研究二之研究工具有：分數概念檢核卷、數學識能評量規準、半結構訪談問卷、

執行評量摘要表、學習單，以及學習日誌。分別說明如下：  
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(一) 分數概念檢核卷 

表 18 呈現分數概念檢核內容雙向細目分佈，檢核命題係以研究者的教學經驗

為命題的出發點，目的在做為文本設計內容回饋的參考價值，並和數學教育專家、

有經驗的教師共同檢視並加以修正，使其具有專家效度，檢核卷內容參見附件八。 

表 19    

分數概念檢核內容雙向細目表 

分數概念 分數的意義(A) 單位分數(B) 分數的乘除(C) 

題號 
二-(1)、二-(3) 、三-

(2) 、四、五、七 
— -(1)、— -(2) 

一 -(3)、二-(2)、三-

(1) 、六-(1)、六-(2) 

(二) 數學識能評量規準 

此規準與第一節之「識能規準」相同，做為文本設計時「知行識」向度的準

則，故不在此贅述。 

(三) 半結構訪談問題 

在半結構訪談問卷中，加入「分數概念檢核卷」測驗問題中的A、C二類中，

各選取兩題即 A (四、五) 、C (二-(2)、三-(1) ) ，當作訪談問題並訪談了解學生對

於文本設計的感受進行學生質性錄音訪談。此外，因為單位分數學習有部分成果

為幾何創作發表，故亦參酙實體成果做為識讀文本修正參考依據，訪談問卷內容

可參閱附件九。 

(四) 執行評量摘要表 

「執行評量摘要表」目的在於檢核識讀文本設計是否具有可閱讀性、閱讀量的恰

當性、用詞遣字等的設計、以及識讀文本對於預期實踐之「知行識」向度內容等成效

探究，而檢核流程如表 20 說明。 
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表 20    

識讀文本分數單元「執行評量摘要表」 

執行

目標 

1. 分數的意義，內容有：分數、有理數除法、分數與小數，4 頁 

2. 單位分數，內容有：單位分數，4 頁 

3. 分數的乘除，內容有：分數的乘法、分數的除法，4 頁 

預期

目標 

1. 在三週內完成分數單元學習 

2. 相關概念：除式非分式、有理數除法、帶分數的轉換、單位分數、分數

乘法、乘除互逆、分數的除法、檢核學習單與隨堂練習的正確性 

探究

落差

原因 

1. 透過半結構問卷，晤訪學習者對文本的閱讀感受程度 

2. 與參與者教師溝通文本內容的適當性，以及可使用之輔助教學媒體 

3. 透過單元評量，觀察文本內容用詞遣句的恰當性 

修正

方式 

1. 與專家請教溝通與指正 

2. 於隔年的文本中增補、修正、或刪除 

(五) 學習單 

學習單並非每一個單元都有，乃研究者視單元內容而設計，以分數識讀文本

為例，僅針對單位分數設計有學習單。 

(六) 學習日誌 

學生每人一本學習日誌小本，主要針對每個單元學習心得書寫於日誌內，以

分數概念學習為例，研究者以相關之分數學習心得回饋做為質性分析資料。 

五、  資料收集與分析 

研究二之分析資料為質性資料詮釋。主要在實驗對象於試行識讀文本教學後之逐

年相關回饋資料的分析：在教師方面，與實際進場參與教學的二位現場教師 (108 年)

於分數單元結束後進行訪談，做為教學回饋；學生方面則是在施行課程的學期結束之

後採取立意抽樣，從任教的三個班級中分別請各班導師由數學成績中抽取 2 名中上成

績，1名中下成績的學生進行訪談 (因為訪談時間在期末最後一天，為不影響班務運作，

故由導師指派時間上較能配合的學生) ，以下則為資料收集方式與處理說明。 

(一) 半結構式問卷個別訪談錄影錄音 

在 108 學年的教學活動結束後，採自願參與問卷調查，訪談內容主要為學生

對識讀文本的可讀性，如：識讀文本難易度、文本內容量的學習負荷、排版的可

閱讀性、以及文本內容喜好度等。選取 6名學生且意願高者，每人大約 1.到 20分
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鐘的一對一半結構式晤談，由研究者設計半結構式問卷提問，進行全程訪談錄影。

訪談內容與問卷內容收集之資料，提供研究者反思及文本設計反省改進主之佐證。

研究者對於訪談資料建檔並膳打成逐字稿。 

(二) 原案資料編碼 

各種原案資料編碼所代表之意義舉例說明如下： 

T  研︰代表研究者。 

T01  訪︰代表 1 號教師的教學後訪談。 

S10801 晤︰代表 108 學年序號 1 學生的晤談內容。 

S10802 誌︰代表 108 學年序號 2 學生的學習日誌內容。 

S11003 檢︰代表 110 學年序號 3 學生的檢核卷內容。 

S11104 習︰代表 111 學年序號 . 學生的學習單內容。 

S1110. 果︰代表 111 學年序號 6 學生的學習成果表現。 

S11106 課︰代表 111 學年序號 7 學生的上課表現。 

本研究所蒐集之資料有教師觀察，學生學習單、數學日誌等，從不同的向度

做資料多元的蒐集，做為資料的三角校正。例如： 

(1) 上課對話一 (利用單位分數做乘法運算)  

T 研： 可以說明為什麼 
2

3
×

7

8
 就是「分母乘分母，分子乘分子」嗎？ 

S11101課： 這裡有寫呀 (手指文本說明處)！ 

T研： 你可以解釋一下嗎？ 

S11101課： 
因為 

2

3
 就是 2 ×

1

3
，

7

8
 就是 7 ×

1

8
 然後就得到 

14

 24
，也可以再約分

啦。 

T研： 那這樣最後答案會是多少？ 

S11101課： 那就是 
7

12
。 

再利用「分數概念檢核表」核證，S1071.針對第一—(2)題目  
4

7
×

3

5
= 4 ×

1

7
×

3 ×
1

5
  可以回答正確，即表示文本內容敘述學習者已掌握分數相乘原理的理解。 
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(2) 上課對話二 (將二條餅乾平分給三個人的活動)    

T 研：   這看起來沒有平分，可不可以說清楚一點！                                          

  S11002課： 因為太短不好分，就是每人要平分，那就每條各三分之一呀。                            

T 研： 你有沒有看一下其他組的分法？                                                              

S11002課： 有呀，但我覺得我的比較簡單。                                                               

然後在學習日誌中，針對  
8

9
  可以分成  

32

36
=  

1

3
+

1

4
+

1

9
+

1

6
，藉以輔助說明對於一

般分數可以利用單位分數的多元表徵以及擴分能力的熟練。                                     

(三)  質性資料分析 

對於學生的調查問卷、訪談等文件資料，採取三角校正法驗證質性資料的一致性。

同時將所蒐集到的質性資料 (包括錄音檔、半結構式晤談紀錄逐字稿等) ，經由研究者

將資料內容依照時間的順序先後排列並歸類編碼，並建立資料代碼。經由反覆閱讀、

檢視，對原始資料作有意義的分析後，並依據其上課表現與學習日誌等敘述，相互比

較詮釋及佐證以減少研究發現的偏差。 

六、  研究倫理審查 

本研究涉及學生的部分，皆通過國立臺灣大學行為與社會科學研究倫理委員會，

審查核可證明。計畫名稱一： 數學識讀文本研究——以發展七年級的閱讀文本

策略為例。倫委會案號：20200.ES03.；計畫名稱二：從「概念譬喻」觀點發展

數學識讀文本之研究。倫委會案號：20210.ES0..。 

研究三 識讀文本實徵研究 

本研究雖已完成七年級全學年的數學識讀文本開發，然基於七年級的學習者在負

數與分數的數學素養上仍有可以補充或銜接之處，亦想探究此識讀文本之成效，故本

研究三選擇探究負數的識讀文本進行實徵研究，預期回答研究問題三之「數學識讀文

本」達到之「知行識」成效。研究三設計測驗的三項教學目標為負數在數線上的位置

標示、加減負數的二元運算，以及「取相反數」的單元運算。同時，仍以本研究所發

展之「數學識能評量規準」 (陳玉芬、單維彰，2022) ，做為檢核學生在「知行識」向

度所到達的學習層次。 
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一、  研究對象 

研究三之研究對象為新北巿立某所公立高中 110 學年度國中部的七年級學生，實

驗組學生 81 人 (4 個班，男 .7 人、女 33 人) ，對照組為 4. 人 (2 個班，男 28 人、女 

16 人) ，合計 136 名學生，二組皆為 S 型常態編班，兩組數學課程每週皆為 . 節課，

每節 4. 分鐘，為期四週。本研究採方便性取樣，即由研究者 (數學教師 A) 之授課年

級為實驗組，實施每週 1 節的「負數識讀文本」教學，其餘 4 節數學課則由其他的數

學教師 C 或 教師 D 教學，彼此獨立進行互不干擾；對照組的每週 . 節課皆使用一般

教科書教學 (數學教師 B)，未介入任何識讀文本閱讀課程的干預教學，維持 . 節正常

的負數課程學習。研究三僅針對數學師 A 授課班級列入研究對象，如表 21 (資料引自

陳玉芬等，2023)。 

表 21    

負數教學實徵研究對象基本資料 

 

二、  研究工具 

研究三旨在探討識讀文本施行後實驗組對負數理解之相關素養之改變，研究工具

有四種，依序是：「負數識讀文本」、「負數素養評量通則」、以及「負數素養測驗

測 (前、後測，分別如附件六、附件七)」。「負數識讀文本」為研究三實驗組之主要教

學工具；「負數素養評量通則」則是評量「知行識」向度表現的依據與規準；「前測」

與「後測」則是根據欲達成預期目標所設計之評量工具。 
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(一) 負數識讀文本 

「數學識讀文本」乃研究者自 2020 年起研發，經由專家指導，歷經三年試教並

根據學習者與訪問參與教師之回饋再進行修正與改善，研究三之識讀文本則為修訂後

之第三版內容。以下針對「負數識讀文本」單元，分別示例說明預期達到「知行識」

不同層次之設計內容，文本的設計則以「概念譬喻」與「視覺操作」為主要策略。 

(1)  知能文本設計 

基於剛進入國中階段的七年級生，尚未適應文字較多的數學文本，故不適合

整篇文本由學生自行閱讀，因此在此階段先由教師以段落式引導閱讀，強調文本

中有黑體字之部分，透過概念譬喻「物質」與「性質」的對比，讓學生感受為何

負數是比空無還小的數，如圖 27。此譬喻是學生日常生活中確實能感受之情境，

也做為負數抽象概念的具體感受。 

圖 27    

知 1 層次的概念譬喻 

   

接著，圖 27 亦是強調連結符號意義之目的，意欲透過「負即相反」之概念

譬喻，再輔之以視覺的數線操作變化，讓學習者印證「負負得正」的具體結果，

而不是口訣的背誦，同時也透過觀察圖形變化，間接引入單元符號所呈現的對稱

性。讓學生開始反思當讀音為「負」或「減」時的概念差異，預期達到知 2 層次

的連結反思概念。 

圖 28    

知 2 層次的「概念譬喻」與「視覺操作」 
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(2) 技能文本設計 

圖 28 強調「負非減」，由最基本的負數加法開始，因為學生對於正數在數線

上的操作是熟悉且自然的，接著補充說正與負的相反特性，「加」是朝箭頭方向前

進，所以「減」自然可以理解是朝箭頭的反方向，再次觀察數線操作後的變化，

以及「減」與「負」的差異，預期達到行 1 層次。 

圖 29    

行 1 層次的「概念譬喻」與「視覺操作」 

 

在熟悉行1層次的符號化簡操作與類題演練之後，(−3) − (−2)即屬於混合運

算操作，在本階段研究者預期學習者必須要能熟練處理負與減的化簡，以及負數

的四則運算二種操作能力，方能達到行 2 層次的目標，如圖 30。 

圖 30    

行 2 層次的「概念譬喻」與「視覺操作」 

 

(3) 識能文本設計 

本研究之識能規準之識 1 層次，其中之一即是可以運用所習得之數學知識解

決生活中的應用問題。如圖 31 所示，學生若在 (1)式中回答 20 + 25 或 −25 − 20 

都算正確，只是層次不同，若回答 20 + 25 屬行 1；若回答 −25 − 20 表示有意識

到利用負數做減法運算的連結概念，且回答正確故屬行 2。此外，若能在 (2) 式寫

出答案中，寫明「下降」則表示對於「負號(−)」此符號已產生意義，屬「識 1」。 
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圖 31    

識 1 層次的符號意義與解決問題能力 

  

接著圖 32，透過網路上常見的數學問題，引導學生利用正負號表徵或口語表

達，以三兄弟、住宿老闆、服務生等彼此之間的金額流向，說明自己的觀點或是

問題的矛盾與不合理之處，以培養識 2 層次。 

圖 32    

識 2 層次的論述表徵 

 

(二) 負數素養評量通則 

表 22 所述之評量通則即延續陳玉芬、單維彰 (2022) 所述之「數學識能評量規準」 

之準則說明 (見表 1.) ，基於本文目的在於檢核學生負數識能學習成效，故本研究即

依據表 1.「知行識評量規準」中的「知行識」向度與層次，針對「負數概念應檢核之

學習表現」做說明，而表 22 亦增加「知能、技能、識能規準」敘述，以及知 0、技 0、

識 0 等級，以強調未達知 1、技 1、識 1 等級 。 
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表 22    

負數學習評量通則 

 

 

(改自陳玉芬等，2023，頁 43) 
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(三) 負數素養測驗 

為檢測學生的負數素養是否有所差異，負數素養測驗之設計有前測與後測，負數

前、後測內容如附件六、七。前、後測皆分為兩個部分，第一部分主要在分析學習者 

(實驗組與對照組) 在教學前與教學後，對「負數想法」與「負號認識」的文字描述，

譬如說：「你認為負數是什麼？」。研究者依據回饋資訊及文字描述分為「識能理

解」、「一般理解」、「錯誤理解」、「字詞誤解」以及「無法表達」5 種等級，分

類等級亦參酙心測中心之「標準本位評量」，如表 14之理解層次，分別以 5至 1分對

應，如表 23。舉例來說：其中最高等級 5 為「識能理解」，表示可以完整說明負數概

念並可表達自己想法，如：負號包含一元運算、二元運算、或具有對稱等相反數概念；

次高等級 4 則是「一般理解」，算是對於負數概念有一般性的正確基本認識，比方說：

負就是不夠、扣除或在數線原點的左邊等屬之；依此類推，「錯誤理解」則指已懂得

使用數學概念說明，只是理解不夠正確，屬等級 3；「字詞誤解」則是僅依照負數的

字面解釋來說明，並無察覺任何的數學概念，屬等級 2；「無法表達」則代表對於負

數概念完全無法理解，屬等級 1 (陳玉芬等，2023)。然後依學習者文字回饋做為負數

素養表現的依據，再與後測結果進行卡方檢定的前後測數據差異分析，檢核學習前後

對於「負數的認識」之理解變化。 

表 23    

「負數的認識」理解分類表  

 

(引自陳玉芬等，2023，頁 44) 
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第二部分，前、後測皆為測驗題型，前測所有之題目設計皆與後測問題 (預期目標) 

呼應，同時前測做為共變項，與後測進行共變項分析，做為回應問題二的研究根據。

前、後測試題各題配分與題數不盡相同，試題設計依表 22 「負數學習評量通則」設

計「知行識」三種向度類別。各分類的試題範例如表 24，試題內部一致性信度

Cronbach’s α：前測為 .70、後測為 .73。 

表 24    

負數素養知行識向度分類試題範例表 

知行識 

向度 

試題範例說明 總題數 

(前測／後測) 

知向度 聽力測驗：寫出你所聽到的式子表示法           

(1)     (−3) − 1                              (2)  2 − (−7) 

10/11 

行向度 計算−2 − 9 − 7 7/6 

識向度 剛從遠洋捕獲的鮭魚在送上岸之後，需立刻從攝氏 25 

度急速冷凍到零下 20 度。問：它上升還是下降了幾

度？ (1) 根據題意寫出數學算式。（不必寫出單位。） 

7/6 

試卷完成後再與另外二位專家針對試題部分，依據「知行識評量規準」進行「知

行識」向度題目信度考量，其採用評分員信度法檢視評分者間同意度，若有不相同

者，仍經由研究者說明或透過專家解說尋求最大共識，評分者與計算方式皆與本章第

一節之信度檢定標準相同，故不在此贅述，僅呈現表 2. 之信度結果。 

表 25    

「知行識」向度分類信度結果 

評分員 甲 乙 

研究者 .77. .7.0 

甲  .7.3 

平均相互同意值 𝑃 ≑  .826  (約至三位小數)      信度 𝑅 ≑  .934 (約至三位小數)  

三、  資料收集與分析 

研究三採以量化資料為主，質性資料為輔的方式分析。資料分析亦分為兩個部分。

第一部分是將前、後測的題目中，針對「負數的認識」的文字回饋，編碼歸類為「識

能理解」、「一般理解」、「錯誤理解」、「字詞誤解」以及「無法表達」5 種等級

後，因其前後測為相依資料，故採用 McNemar-Bowkert法檢定實驗組與對照組兩組學

生各自在前後測分類中是否有顯著改變。表 26 為學習者在前、後測中針對「負數的

認識」描述文字之示例說明。 
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表 26    

「負數的認識」前後測表現差異示例說明 

 

後測第二部分則是針對實驗組與對照組之前測資料進行獨立樣本 t 檢定，檢視實

驗組與對照組在教學前，其負數概念表現是否有所差異？另外，研究三使用多變量共

變異數分析(Multivariate analysis of covariance, MANCOVA)，進行將前測分數做為本研

究控制變因，分析後測的「知行識」三向度的兩組表現是否達顯著差異。 

四、  研究倫理審查 

本研究涉及學生的部分，皆通過國立臺灣大學行為與社會科學研究倫理委員會，

審查核可證明。計畫名稱一： 數學識讀文本研究——以發展七年級的閱讀文本

策略為例。倫委會案號：20200.ES03.；計畫名稱二：從「概念譬喻」觀點發展

數學識讀文本之研究。倫委會案號：20210.ES0.. 
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第 肆 章  研究結果 

本研究有三個研究主題，本節針對此三個研究結果以三個小節分述之。第一節陳

述研究一結果，三版數學教材的「知行識」內涵；第二節陳述研究二結果，分數識讀

文本發展歷程設計；第三節陳述研究三結果，負數識讀文本實徵研究。 

研究一  三版數學教材的「知行識」內涵 

研究一針對三版教材內容在「知行識」各向度的內涵之研究結果有四，分別說明

如下：一、教材內容分佈有趨同現象；二、「識」向度內容有獨立布題趨勢；三、「識」

向度內容偏少；四、教材設計觀點影響布題形式。 

一、  三版本之「知行識」向度內容分佈有趨同現象 

表 27 為各版本教材在「負數」、「分數」單元內出現的相關統計描述。其中甲版

分析題總數 70 題、乙版 77 題、以及丙版 67 題。三家版本的編排中，「知」向度內容

占比皆在 70% 以上，其中最高者為乙版 77.2%；「行」向度占比皆在 62%以上，最高

者為丙版 76.1%；「識」向度占比皆在 2.% 以下，最高者為乙版 23.1%。雖然各版比

例有所差異，然依據卡方檢定，得 𝜒2＝ ..877   𝑝 > .05  未達顯著水準，說明「知行識」

三個向度的題目分佈比例並未因版本的不同而有所差異。也可以說三版本教材內容之

對於「知行識」各向度布題的設計比例大同小異。 

表 27    

「負數」與「分數」教材在「知行識」向度的敘述統計 

向度 知 行 識 

版本 (N) 個數 (%) 個數 (%) 個數 (%) 

甲版 (70) .0 71.4 48 70.0 16 22.8 

乙版 (77) 61 78.2 48 62.7 17 23.1 

丙版 (67) 47 70.1 .1 76.1 8 13.4 

二、  三版本之「識」向度內容有獨立布題趨勢 

在教材內容舖陳中，三版本皆有獨立區塊 (即學習活動)，依其區塊名稱皆可理解

主要目的在於探索思考，亦可說應較具有識能啟發：甲版有「探索活動」、「迷思診

察」、「素養花路米」；乙版有「學習時光機」、「動動腦」、「數學好好玩」；以及丙版有

「碳足跡」、「自我挑戰」、「趣學數學」等。若獨立區塊不列入計算，三版「知行識」

各向度內容所占比如表 27，其中「知」向度內容佔比最高者仍為乙版 76.4%；「行」
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向度最高者仍為丙版 72.1%；「識」向度最高者亦為乙版為 16.7%。相較於表 27，乙版

「知」向度百分比提高了 7.2%、丙版「行」向度提高了 6%、乙版「識」向度則減少

了 6.4%，此結果說明各版的識向度設計出現於獨立區塊的比例較高。 

表 28    

「負數」與「分數」教材在「知行識」向度的敘述統計 (不含獨立區塊) 

向度 知 行 識 

版本 (N) 個數 (%) 個數 (%) 個數 (%) 

甲版 (.7) 47 72.7 4. 77.6 8 1... 

乙版 (66) .7 86.4 47 71.2 11 16.7 

丙版 (.6) 42 7..0 46 82.1 2   3.6 

三、  三版本之「識」向度內容偏少 

 以分數單元為例，圖 33、34、3. 為三版本各小概念之知能、技能、識能含量比

較圖。像在圖 33 中，幾乎每個小概念都有知能舖陳，僅分數應用問題與計算機的應

用二個小概念中沒有知能舖陳；圖 34 各版本的小概念中沒有技能舖陳部分的題數，

甲、乙、丙三版依序只有 2、4、1題；至於圖 3.則明顯可看出只有兩個版本在 2個小

概念上有安排識能的舖陳，此結果說明各版本在知能、技能的教學頗為完整，識能相

對不足。 

圖 33    

三個版本分數單元小概念之知能鋪陳樣式比較 

 

 

 

 

甲版 

乙版 

丙版 
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圖 34    

三個版本分數單元小概念之技能鋪陳樣式比較 

 

圖 35    

三個版本分數單元小概念之識能鋪陳樣式比較 

 

四、 教材設計觀點影響布題形式 

首先說明分析模型的分析策略。在研究一中，將統計數據做折線圖比較三版本負

數與分數各小概念在「知行識」向度的分布趨勢。舉例來說，以每一個小概念為一個

事件，並將是否涵蓋知能、技能、識能設定為 1 或 0，若有涵蓋為 1，無涵蓋為 0，故

(知、行、識) 對應值若為 (1  0  0) ，即代表此小概念中有知能概念，但沒有技能與識

能概念。又若有三個小概念，其 (知、行、識) 對應值分別為 (1  0  0)、(1  1  0)、(1  1  

1)，那麼所繪製出的折線圖如     其三組對應值分別如 區、區、區。 

圖 36    

三個版本負數與分數單元小概念之知行識鋪陳樣式比較 

 

ａ

A      
B     C D E F    G    

甲版 

乙版 

丙版 

H    

甲版 

乙版 

丙版 

甲版 

乙版 

丙版 
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前圖 36 為三個版本所有小概念 (每一個事件) 的「知行識」鋪陳樣式比較，趨勢

差異不大，由整個折線圖觀之，乙版較寬的平緩區段相對較多段，顯示該版本在設計

每個小概念時，較有兼顧知行識概念的面向，即知、行、識對應值皆為 1。而前圖 36

中虛線 A 區段為各版本在「數線的小數標示」的小概念中，對於知能、技能、識能的

布題方式完全不同：丙版為 (0  0  0)，說明沒有此小概念的設計內容；乙版為知能、

技能舖陳 (1  1  0)，教材內容參見本文前圖 8 處說明，雖有探索活動，但仍止於知能與

技能的舖陳；甲版著重於技能舖陳 (0  1  0)，教材內容如圖 37 說明，僅於首段說明數

線上標示特徵右邊為正，左邊為負，小數點的標示則視為小學已習得，然後於隨堂練

習中舖陳即結束。 

圖 37    

甲版小數在數線上的標示之教材舖陳 

                       

另外，對於核心素養所強調的計算機應用 (前圖 36虛線 E、H區段) ，三家版本之

設計亦是迥然不同。甲、乙、丙三版在負數單元的計算機應用分別為 (0  0  0) 、(1  1  

0) 、 (1  0  0)，分數單元分別為 (0  1  1)、(0  0  0) 、(0  1  0)，也可以說在每一個單元

中，三家版本對於計算機的應用教導，想要引導的策略不同，各版在負數與分數的舖

陳內容參考圖 37、38、40、41。  

僅管各版本「知行識」向度的布題有趨同現象，此可能基於長期巿場需求之彼此

學習，但以現今 107課綱強調之科技 (計算機) 融入觀之，依據本研究之分析模型分析，
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顯示各版著重觀點卻完全不同，亦或可推論：教材設計觀點仍為影響內容編排形式之

因素之一。 

圖 38    

乙版負數的計算機應用之教材舖陳 

圖 39    

丙版負數的計算機應用之教材舖陳 

 

 

 

圖 40    

甲版分數的計算機應用之教材舖陳 

 

圖 41    

丙版分數的計算機應用之教材舖陳 

 

再觀察三個版本的負數或分數的四則運算，其舖陳方式卻有相當的一致性，皆為

告知計算概念後即聚焦於技能練習，對應值皆為 (1  1  0)，如前圖 36 之 B、D、F 區

段。但值得觀注的是，負數與分數的應用題，其舖陳方式雖為應用題，但仍為技能的

演練 (0  1  0)，如前圖 36 之 C、G 區段，其內容並未有更多知識連結。或可推論在四

則運算部分，教材設計觀點普遍皆有偏重於技能演練的布題需求。 

此外，如圖 42 雖為探索活動，但僅為標示數線上的位置以及判斷值是否相等，

當屬技能內涵；錯誤 (或迷思) 診察內容中並未給予陳述的機會，則屬知能內涵。圖 43

的數學好好玩，目的在於等值分數判斷與擴分演練，僅屬知能與技能的熟練機會。 
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圖 42    

甲版獨立區塊之小概念分析 

 

圖 43    

乙版獨立區塊之小概念分析 

  

同樣地，圖 44 丙版的分數單元獨立區塊，在趣學數學布題中使用半頁篇幅描述

活動內容，仍為操作等值分數的判斷與計算，屬知能與技能的精熟練習。這些都說明

各小概念或學習活動的設計形式皆受教材設計者的觀點而不同。 

圖 44    

丙版獨立區塊之小概念分析 
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小結 

上述分析發現，各家版本對於「知行識」向度的設計有趨同現象，有此現象或可

理解，畢竟一綱多本已實行多年，各家相互學習其所長，致使得此結果實不意外。尤

其在分析模型中，觀察出各版本在「識」向度的布題亦明顯偏少，且大部分皆另闢專

區布題，此皆說明各版的趨同現象。但對於新融入的科技資訊 (計算機應用) ，各版本

在「知行識」向度的設計又明顯不同，本研究認為此乃基於新議題，各家尚未相互學

習，這些小概念或學習活動的設計形式，或可推論為教材設計者的觀點為何。此外，

從各版獨立區的學習活動觀之，教材設計者對於識概念的認知仍有差異，雖然名稱有

所不同但實質內涵或目的可以理解是讓學習者思考或探索的，只是有些活動目的雖然

意在探索，仍流於知能與技能的培養。而教科書中的例題說明與隨堂練習，或是自我

評量又大部分都聚焦於數學筆算能力的培養。 

研究二  分數識讀文本實作設計發展歷程 

研究二探究可行的識讀文本開發歷程。整體而言，研究者依循 ADDIE 教學設計

模式做滾動修訂，在個別小概念的設計上，以分數單元為例，則採用「執行評量摘要

表」(表 20) 做為檢核工具。本節分為三小節：一、在 ADDIE 第一階段開始循環之前 

(前圖 26)，文本設計所需執行的工作；二、識讀文本運用 ADDIE 模式的循環修訂實

例，此小節著重於格式設計的歷程，主要說明版面格式、文本段落、文本可讀性、文

本內容量、以及學習者對分數識讀文本之學習想法；三、同前，但此小節著重於分數

單元「知行識」內容之設計，檢核達到預期「知行識」向度目標之歷程。第二、三小

節皆依照「執行評量摘要表」實踐歷程的四個步驟：預期目標、執行過程、尋找落差

原因，以及解決落差，進行文本的循環檢核與修訂。以下透過質性資料的詮釋，說明

這是有效的文本開發模式，並說明分數單元識讀文本如何產生預期成效。 

一、 ADDIE 第一階段啟動 

ADDIE模式開始循環修訂之前，必須先啟動屬於第一階段的分析、設計、發展，

才能開始後續的實施、評估與循環修訂。本小節描述這一階段的文本設計工作。 

分析階段：書寫與編排。現有的數學文本 (小學) 中充滿很多概念說明不清之處，

如要教旋轉角卻不談旋轉角的構成要素與方向性，或是一些專有名詞應能有精確的數

學語言來說明，卻使用「像這樣……」，像這些科書中的疏忽就需要教師的特別說明 
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(秦麗花，2016)，同樣地在國中階段，教師也可能會習慣於使用一些文字來表達，看

起來又似乎很直觀，例如：「知道  (know)」、「理解  (understand) 」、「學習 

(learn)」，但這是會產生實際上不可能實現的目標陳述，亦即在以成效為基礎的學習

環境中，應避免使用這些字詞和類似的字詞，如圖 45 (Branch, 2009)。 

圖 45    

在學習環境中應避免使用的字詞 

                           

引自 Branch (2008)，頁 36 

像數學教科書也會有這樣的隱憂，比方說：三家版本教科書中的分數運算單元，

在處理分數相乘時，全部一致性地引入「國小曾學過正分數的乘法，方法如下：將

分母相乘當做新的分母；將分子相乘當做新的分子，這樣所得到的新分就是它們的乘

積。如果有某個數是帶分數，則先將此化成假分數，再用前述的方法相乘」這段話，

隨後即緊接著即是例題演練，彷彿學生已都「知道」這些原由，學生也無法明確釐清

「以整數的運算類推分數加法」、「等值分數的求法和分數的乘法混淆」及「無法將分

數視為數線上的一個數值」等這些迷思概念 (楊德清、洪素敏，2007) ，像這些「分數

意義」概念應予設計並澄清，而這些即為文本設定應學習的預期目標之一，並整理

「執行—預期成效的指標」，找出未達成預期指標的原因。 

分析階段：分數再教學。前面已經說明：有相當高比例的國小畢業生需要分數概

念與四則運算的補救教學。因為國中生畢竟不是分數的初學者，而且學生此時畢竟比

起初學的時候略為成熟，所以國中階段的補救教學不宜重教國小教材，這是識讀文本

在分數單元想要達成的任務：找到一種有效的重新學習分數的教材教法。分析分數的

數學本質與國小教科書的教學設計之後，研究者認為小學階段使用了過於多元的表徵，

而且當時加諸於學生的認知負荷可能過高，導致部分學生的失敗。因此，研究者企圖

以盡量單一的表徵與一致的操作原理，重建分數的概念與算則。分析的結論是：使用

單位分數。所謂單位分數即分子是 1的分數，例如 
1

2
、

1

3
、

1

4
 都是單位分數。它們的性

質是：把 𝑚 個分母是 𝑚 的單位分數相加起來，結果是 1  (前述 𝑚 代表某正整數) 。例
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如：
1

2
+

1

2
= 1、

1

3
+

1

3
+

1

3
= 1、

1

4
+

1

4
+

1

4
+

1

4
= 1。也可以說單位分數是一般分數的基

本組成元素，就像 1 做為自然數的基本元素概念。本研究設計之分數四則運算，即運

用單位分數進行一致性合理的程序操作。所謂的程序性運算它是有結構性的，有時看

似是概念的知識認識但實質確是程序操作的開始 (Hiebert & Lefevre, 1986) 。換句話說，

概念性知識與程序性操作彼此是相互關係，有時也是難以有清楚的界線，所以程序性

的運算若能建立在根本的原理性上闡述，將會變得易於理解該如何 (how) 進行或為什

麼 (why) 會如此了。 

設計階段：程序性文本。在 ADDIE 概念架構中是確認想要執行的內容以及採用

適當的方法，它包含了文本的可閱讀性，以及內容的設計。以分數單元為例，大部分

屬於程序性文本，即如前文所述，文本設計之主要程序在於確定為程序文本的書寫策

略，亦或是技能的文本設設，那麼此文本的描述即應聚焦於演算能力、規則的熟練以

及解題的完成等主要特徵，並隨時監督進度執行的關鍵特徵。同時程序性文本亦關注

計算的流暢性或是否具備了可遷移的能力、具備有意義的推論 (Wiggins & McTighe   

2014)，亦可做為呈現理解的一種表徵。所以文本的設計聚焦於「刻意的學習

(intentional learning)」策略，有目的性地設計預期連結的概念，又如文本設計的預期

目標在於融入可進行數學情意欣賞的價值，或是與結構性概念連結，舉例來說，單位

分數源自於生活中「物件要均分」的情境，如何讓學習看到 
2

3
 的多元表徵，如：

2

3
=

1

3
+

1

3
 或 

2

3
=

1

2
+

1

6
 ，程序性操作結構性的概念連結，如果進而發展多種分數的多元

表徵，如：
3

5
=

1

5
+

1

5
+

1

5
或 

3

5
=

1

2
+

1

10
 等，做為代數與幾合的連結創作，那就是提

供了數學情意欣賞價值。不僅文本設計有了不同的面向，在設計策略中，亦應提供學

習者多元探索的機會。 

設計階段：單位分數的四則運算。前面已經說過，本研究如何利用「分數與小數

併陳的數線」鞏固「分數也是一個數」的概念，特別著重於單位分數的認識。在此前

提之下，設計分數的四則運算教法，分述如下。 
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(1) 分數加法：(減法概念與加法同，不在此贅述)  

同一個數的連加就是乘法，一般分數即可視為多個相同的單位分數相加。即：
2

3
=

1

3
× 2； 

(2) 分數乘法 

對於一般分數的乘法，則引導為單位分數相乘的倍數 (整數倍) ，後者以單位

正方形的切割為典型概念， 例如圖 46 呈現 
1

2
 ×  

1

3
 的概念心像。那麼一般分數的

相乘就可延伸操作。如：
2

3
×

4

5
=

1

3
× 2 ×

1

5
× 4 =

1

3
×

1

5
× 2 × 4 =

1

15
× 8 =

8

15
，不再

以口訣 (
分子

分母
×

分子

分母
=

分子×分子

分母×分母
) 處理。這使得分數的運算可在操作的一致性下完成，

更能對單位分數的重要性有深刻理解。 

圖 46    
1

2
×

1

3
 的概念心像 

 

(3) 分數除法 

分數除法的引入，仍是從單位分數的概念開始，如： 

(a)  1 ÷
1

3
 ，就好比 1 呎長的緞帶，如果每 

1

3
 呎剪一段，那麼可以剪成幾段？是可

以理解答案是將均分為 3 段。即：1 ÷
1

3
＝3  ，而 3 = 1 ×

3

1
  ，符合「除以分數，

就是乘以它的倒數」。 

(b) 6 ÷
1

3
，相當於 6 呎長的緞帶，如果每 

1

3
 呎剪一段，可以剪成幾段？很明顯，

它只要延伸(1)式的概念，得到 6 × 1 ×
3

1
= 18 。 

(c) 6 ÷
2

3
 ，可視為一條 6 呎長的緞帶，每 

1

3
 呎剪一段，且完成一個花式蝴蝶結需

要2 小段來組成，那麼 6 呎長的緞帶可以做出幾個花式蝴蝶結？這表示原本的

答案 17 要再除以 2 (因為每個花式蝴蝶結需要 2 小段) 。寫成數學式子就是：

6 ÷
2

3
= 6 × 3 ÷ 2 =

6×3

2
= 6 ×

3

2
= 6 × 3 ×

1

2
，而這式子也是符合「除以分數，

就是乘以它的倒數」。於是我們得到一個普遍的性質： 除以分數，就是乘以它

的倒數。 
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上述的四則運算中，我們始終從單位分數著手，不僅是因為它的計算非常易於理

解，它也是易於在情境中描述，而且在學習策略上有著一致性，此外若能應用概

念性的理解與程序性的運算彼此間的著交互關係，更有助於對於該概念間關係的

洞察 (李國偉，2017；Hiebert & Lefevre, 1986)。在七年級的分數學習過程，僅有

程序操作的精熟練習，若能增加對單位分數的深層認識，亦不失為在中學階段對

相關概念連結或橫向概念統整的好策略。單位分數的等值表示，可提供程序性的

熟稔，如擴分、約分的操作，而單位分數與前文所述之面積概念連結，更能深刻

體會分數概念在面積中的意義。 

發展階段：在此階段文本已經過專家反覆討論修正，產出分數識讀文本，並已確

認在執行計劃中所需的所有資源，例如在單位分數單元的進行的教學活動材枓與創作

設計之教學工具。與現場教師溝通教師手冊之注意事項，並進行部分班級的前導測試 

(pilot tests) 等。 

二、 識讀文本格式設計歷程 

本小節研究結果依據半結構問卷晤談、分數檢核卷、文本設計回饋等質性資料詮

釋，將「識讀文本設計歷程」之研究結果再分為兩個部分，第 (一) 部分為「文本版面

編排設計」，其研究結果有三，依序為：(1) 文本格式規格化；(2) 避免冗長程序性操

作；(3) 避免簡答或模糊抽象的提問。第 (二) 部分為「對分數學習想法」，研究結果有

二，分別是：(1) 改變固有對數學文本的看法；(2) 改變固有對分數概念的認知。 

(一) 文本版面編排設計依據「執行評量摘要」實踐歷程結果 

預期目標： 文本內容在進度中執行完成、文本內容設計段落明確易於理

解、學生可正確使用帶分數數學式表徵。 

執行過程： 發現文本文字量過多，分段不夠明確較難描述段落，無法引起

學生注意力；學生已習慣於直接找算式計算答案，忽略閱讀文

字，答錯再修正。 

(1) 文本格式規格化 

尋找落差原因: 與參與的教師溝通，均認為學習者未能適應文字較多的數學文

本，亦無法達到預期進度。T01：「我覺得既是讓學生閱讀，應

該在文本中可以有助於分段閱讀的符號，而不是密密麻麻的文

字」。 
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解決落差原因: 在下一版本中加入了分段符號，分別以撲克牌的四種花色為

主，如圖 47。同時也限制文本設計的段落最多四段，同時包含

隨喜練習最多四頁，以求掌握學習進度。 

圖 47    

增修識讀文本分段符號 

 

為便於閱讀引導，每個文本皆固定設計「例題說明」、「隨堂練習」、「學習摘

要」、「課後隨喜練習」四大區塊。「例題說明」目的在於輔助文本內容的觀念說

明與技能熟練；「隨堂練習」則做為學習概念澄清之目的；「學習摘要」則是安排

於學習單元結束後之反思統整；最後才是「課後隨喜練習」，做為整個單元包含

知識概念、計算能力或生活連結的實際應用，使用「隨喜」二字，則是希望學生

是主動且快樂學習，避免學習數學給予負面壓力。 

(2) 避免冗長程序性操作 

尋找落差原因: 研究者發現，部分學生練習分數的分割時，因無法理解真正用

意，以致耗費較多時在切割格子的操作，如圖 47。 

解決落差原因: 為減少重覆的操作次數，則將 4 公分修正為 2 公分，讓操作次

減少，增加學習耐心並在活動結束之處，給予此段學習目的總

結，如圖 48。 
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圖 48    

分數分割的意義 

 

圖 49    

分數分割的練習 

 
 

尋找落差原因: 針對文本中較為艱澀用詞及相關文本格式予以增減部分文本文

字量與修正內容，詢問學生想法(已經知道的內容且符號部分太

複雜所以跳過)，以及依據現場學習反應學生忽略閱讀文字文

本，習於直接計算／課室觀察，此外也與參與教師訪談。

T01：「我認為帶分數部分，雖然學生在概念上還不是很理解，

但換算方法在小學都已學過，所以對於概念的學習也就不在意

了」。且研究者發現，學生對於拿到的文本直接跳至「隨堂練

習」，調查皆認為寫完「隨堂練習」即表示作完一份作業。 

解決落差原因: 研究者亦認為數學式子對七年級學生而言，過於抽象而顯得無

關緊要，縱使教師加以引導或提醒，發現許多學生仍是視而未

見地完全跳過。經與專家討論後刪除圖 .0內容，以減少一些閱

讀負荷。對於隨堂練習部分增加與文本內容相關的練習。 
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圖 50    

帶分數轉換 

 

(3) 避免簡答或模糊抽象的提問 

尋找落差原因: 研究者發現在文本設計中，應避免使用行不行？可不可以？有

沒有？這樣的簡答句，會造成無法預測學生的學習成效，如圖

.1。雖是負數的評量問題，但仍指出學生作答的模式。(試後研

究者亦詢問想法，該生仍回答：你只問有沒有意義呀)。 

解決落差原因: 問題的設計增加描述性語句，如下陳述。 

 

圖 51    

不合宜的簡答提問語 

  

尋找落差原因: 在每篇文本閱讀結束後的反思區，目的在於讓學生思考與反

思，如第一年為一頁較為空泛之讀後札記，或使用籠統的用詞

遣字，致使學生無法明白該如何回答內容，如下圖第一版。 

解決落差原因: 第二年修正為閱讀整理，改為「我所知道的冷知識」、「我學到

的冷技巧」、「我發現的為什麼 (原來如此) 」等「知行識」向度

的描述，但學生對於「冷」知識有著疑惑，部分學生懷疑既是

「冷知識」為何要學習？部分學生則是仍無法具體回應有哪些

冷知識，如下列第二版內容—1、第二版內容—2，但也有表現

較為具體的內容，如第二版內容—3；目前策略則修正為針對

該單元「知行識」向度學習的內容做具體描述，如第三版。最

後在文章末段的閱讀整理 ，除了剛開始學生對於冷知識這樣的

用語感到疑惑之外，後來在教師的解釋之下，學生表現也更為

聚焦。 
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【 第一版 】   

【第二版—1】   

【第二版—2】   

【 第三版  】   

【第二版—3】   
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亦即在文本設計過程，重新思考提問的目的是在何種視野脈絡下提出，使問題更

加具體，亦使學習者能產生有效回應。 

(二) 對分數學習想法的改觀 

預期目標： 具體了解學生對本課程想法與修正。 

執行過程： 此預期目標並非是上課中刻意進行，而是透過各種質性描述來反

覆修正，使用之工具諸如：教師上課觀察或調查、半結構問卷對

學生晤談、分數識讀文本回饋 、分數檢核卷、單位分數活動學習

單、學習日誌等。 

(1) 改變固有數學文本形式 

尋找落差原因: 透過半結構問卷與學生晤談，發現學生對既有的數學印象就是

算數學，而不是思考數學；學生第一次接觸這樣的課程，部分

學生經歷一學期，才明白這也是數學課；內容量較多，造成學

生回饋或提問不多。 

以下轉述晤談內容 

晤談內容一：說一說你一開始拿到這文本時以為是上什麼課？(第 17 題) 

S10801 晤：我以為是國文閱讀課，可是又有數學題目。 

S10701 晤：我不知道那是數學課，後來老師有說那叫「閱讀數界」。 

S10803 晤：經過一個學期，發現以前就是計算，但現在會多想想。 

晤談內容二：你覺得每週 1 節的閱讀數界課，會影響你的一般數學課的學習嗎？

(第 1 題) 

S10801 晤 

(數學績良好) 

不會 (回答快速且表情相當肯定) ，會增加知識，不會影

響課業，有些內容是課本沒有的。 

S10902晤 

(數學成績中下) 

嗯…應該沒差，就算多一節數學課也肯定不會提高數學成

績，因為都是有相關的。 (意指還是上相同內容，還是不

會) 

S10903晤： 

(數學成績良好) 

多了閱數應該能幫助正課學習，單元也有相同，所以沒較

差。 

S10904晤： 

(數學成績中下) 

閱數不會影響一般的數學學習 (指一般數學課)，現在數

學題目都比較長。 

 

 



 

97 

  

晤談內容三：你覺得這門課跟一般數學課有什麼不同？ (第2題) 

S10901晤 

(數學成績良好) 

最大差別，閱數會告訴我們公式為什麼是這樣。…有些

內容顯多餘… 

S10902晤 

(數學成績中下) 
與數課不同，一個講解，一個解題。 

S10903晤 

(數學成績良好) 

一般數學教理解，閱數融入生活常識，有時對比較數學

的專有名詞比較陌生，雖然有敘述但多少還有些不懂。 

S10904晤 

(數學成績中下) 

文章都可以讀得下去，看文章有趣，但考數學還是不有

趣。 

晤談內容四：在閱讀文本時，你最需要克服的是什麼？ (專有名詞、數學公式、

數學符號、太多文字、耐心) (第 3 題) 

晤談內容五：針對文本設計的回饋，呈現部分晤談學生對於文本理解與感受的回

答內容：   

「S10801 晤：學習這門課的心情，有點像數學，又不像數學，剛開始 (感

覺) 這門課比較多的文字，結束時，可以多這樣的課。」、「S10802 晤：這是

好的影響，開始有想要閱讀了，也不會影響正課學習，……分數乘法較簡

單。」、「S10803 晤：時間不是壓力問題，本身不喜歡數學。」、「S10804 晤：

正課解題列式，閱數課是告知式子如何來，文章裡面有些沒見過的詞，看前

後文輔助，文章不會長，從小三開始數學成績變好，成就感就來了。」、

「S1080. 晤：文章長度都還好，喜歡科普的數學，很多科學小說裡面都有很

多數學，發現生活中有數學，比平常課本內容少，題目接近生活。」、

「S10806 晤：閱數看閱讀理解，將數學應用於生活中，數學課主要在計算，

不會影響正課學習，可學習到其他知識，……我覺得分數的乘法比較簡單」。 

S10904晤 

(數學成績中下) 

現在數學題目都是較長的數學理解，有時對比較數學的

專名詞較陌生，雖然有些敘述，但多少還有些不懂。就

多讀幾遍。 

S10905晤 

(數學成績中上) 
多閱讀應該能幫助正課學習吧 
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(2)  改變固有對分數概念想法 

尋找落差原因: 透過分數檢核卷，瞭解學生對分數想法是否有改觀？ 

解決落差原因: 根據檢核卷的加分題、單元結束時的閱讀整理等回饋，綜合現

場教師、學生回饋資料與專家討論；針對分數學習回饋，設計

多元性回饋策略如圖 .2、圖 .3、圖 .4。 

 

圖 52    

分數檢核卷—對分數想法改觀的多元描述  

 

圖 53    

分數檢核卷—對分數在生活中的連結描述 

 

圖 54    

分數檢核卷—對分數與小數產生關聯的描述  

 

三、 識讀文本「知行識」內容設計歷程 

本小節針對識讀文本「知行識」內容設計，其研究結果分為兩個部分說明，第 

(一) 部分，建立「分數識讀文本」教案摘要表，共計三份。分別是：分數的意義、單

位分數、分數的乘除，每一份教案摘要表皆包含學習目標摘要與文本教學流程摘要；

第 (二) 部分，依此三份教案摘要 (分數的意義、單位分數、分數的乘除)，陳述知能、

技能、識能設計三個面向之研究結果於該小節中。 
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(一)  建立「分數識讀文本」教案摘要表 

在 ADDIE 課程設計流程中，設計、發展階段要先分析預期學習目標、教師

課前準備以及學生起點行為，因此需先建立「分數識讀文本教案摘要表」，如表

28，做為課程發展的依據，其預期目標皆依據表 1. 對分數學習準則設計。 

表 29    

「分數識讀文本」教案摘要表 

單元名稱 教學目標 內容大綱 設計理念 

分數的 

意義 

(附件三) 

(1) 分數的意義 比較正整數除法與有理

數除法的差異 

強化有理數除法與連續量

的概念 

(2) 分數在生活中

的應用 

透過直尺測量理解分數

與小數的應用時機 

學習分數表示的精確位數 

(3) 帶分數與假分 

數的使用時機 

舉例說明帶分數與假分

數的使用目的 

分數應該用「帶分數」來

說，用「假分數」來算 

單位分數 

(附件四) 

(1) 單位分數的意

義 

透過具體操作過程理解

抽象的數學概念，如餅

乾或麵包的分割 

理解單位分從生活產生的

原始意義 

(2) 正分數與相

異單位分數的表

示 

探討各組在餅乾與麵包

操作過程中，所有合理

的組合方式 

建立抽象表徵能力以及培

養擴分、約分的能力 

(3) 單位分數與

幾何創作結合 

連結分數與面積比例，

再融入對稱概念的活動

操作 

整合代數與幾何的跨域連

結 

分數的 

乘除 

(附件五) 

(1) 一般分數相乘 

 

延續單位分數概念進行

乘法操作 

活動中包含分數 概念由淺

至深，由基礎至延伸的一

致性操作 

(2) 分數相除 透過文字閱讀探索分數

相除概念，再進行一般

分數與正負分數相除 

學 習 理 解 分 數 相 除 是
分子×分子

分母×分母
的原理，而非口

訣，並延續乘法的一致性

操作。 

上表三個單元皆有相關的學習目標與教學活動摘要表。依序為「分數的意

義」：表 30、表 31；「單位分數」：表 32、表 33；「分數的乘除」：表 34 與表 3.。此

外，「分數識讀文本」的「知行識」向度內容設計是從分數的意義進入單位分數的

產生，再透過一般分數即為單位分數的倍數表示法，進入分數的乘除運算，每個教

學活動都有設計「識讀評量」。 
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(1)「分數的意義」教案摘要 
表 30    

分數識讀文本學習目標—分數的意義 

概念說明： 

小學階段：分數的意義自然是由分不盡的概念產生，亦即從理解整數相除

的概念產生，再帶入連續量與離散量的差別。 

本研究：透過輕鬆對話敘述分數的發展有其學習上的困難，然後舖陳有理

數的除法，以及數學語言的使用，提供學生漸漸進入抽象思維的機會，亦

說明分數的表示在生活中的應用。 

學習目標： 

1. 能理解分數概念由整除擴展至有理數相除。 

2. 能運用分數有意義地運用於生活中的表徵。 

3. 能將數線上的分數標示擴展至小數的表示。 

4. 能欣賞並認識分數的複雜性。 

n-III-. 

n-III-6 
分數的除法：整數除以分數、分數除以分數的意義。最後理解

除以一數等於乘以其倒數之公式。 

數-J-B1 運用代數描述理解情境中的現象。 

在「分數的意義」單元中，研究者認為文本的學習設計基於數學不應是獨立

於生活中的，尤其應是在生活中實踐。所以在學習過程中，教師應有意識地安排

或設計可以與學習內容相扣合的生活經驗，故識讀評量設計如圖 .. 與圖 .6。研

究者認為圖 .7 刻度尺是大部分學生必備的文具用品，但如何設計、辨識或讀出

一個有效的刻度尺，卻是學習者常常習焉未察的數學知識。圖 .7 則是利用生活

中隨處可見的燈泡、鉛筆提供培養精準的測量能力的機會。 

圖 55    

「分數的意義」識讀評量—與生活經驗的連結  I 
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表 31    

分數識讀文本設計—分數的意義 流程摘要表 

活動一：分數的意義 

書寫策略 生活經驗連結與具體視覺操作 

文本摘要 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

素養評量 學習分數連續量的表示，並嘗識以精確的數學語言「有理數」除法做
溝通 

反思連結 分數與小數在生活中的連結這是在一般教科書中從未以帶分數讓學生

觀察的生活現象以及在生活中的應用，也更能感受分數的必要性，也

是培養「識」向度的機會之一。如下列的文本補充： 

 

圖 56    

「分數的意義」識讀評量—與生活經驗的連結  II 
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(2)「單位分數的意義」教案摘要 

表 32    

分數識讀文本學習目標—單位分數  

學習單元：單位分數 

概念說明： 

小學階段：單位分數在小學二年級階段是從等分配的活動 (如摺紙) 認識單

部分為全部的「幾分之一」。知道日常語言「的一半」、「的二分之一」、「的

四分之一」溝通意義。在已等分割之格圖中，能說明一格為全部的「幾分

之一」。  

本研究：藉由單位分數的「幾分之一」概念，延伸至使用單位分數進行分

數的四則運算，再結合分數在幾何中的意義，更加認識單位分數的意義。 

學習目標： 

1. 理解一般分數可以由單位分數來表示。 

2. 可以運用擴分、約分、等值等概念進行一般分數以單位分數表徵。 

3. 能透過面積概念將分數與幾何概念連結。 

4. 能運用對稱概念創作並欣賞數學之美。 

數-A1   具備數學思考能力以及精確與理性溝通時所必需的數學語言。 

數-A3 具備轉化現實問題為數學問題的能力，並從多元、彈性與創新的

角度解決數學問題，並能將問題解答轉化運用於現實生活。 

數-J-B3 具備辨認藝術作品中的幾何形體 或數量關係的素養。並能在數

學的推導中，享受數學之美。 

數-C2 具備和他人合作解決問題的素養，並能尊重多元的問題解法，建

立良好的互動關係。 

n-III-4  理解約分、擴分、通分的意義，並應用於異分母分數的加減。 

n-IV-1 理解因數、倍數、質數、最大公因數、最小公倍數的意義及熟練

其計算，並能運 用到日常生活的情境解決問題。 

n-II-1 理解乘除互逆，並能應用與解題。 

此活動設計強調程序性文本的操作，以分數學習為例，首先即如表 32 的陳

述，在理解單位分數意義之後，則進入一般分數以單位分數表示，即分子是 1 的

分數稱為單位分數，例如 
1

2
、

1

3
、

1

4
 都是單位分數。它們的性質是：把 𝑚 個分母

是 𝑚 的單位分數相加起來，結果是 1  (前述 𝑚 代表某正整數) 。例如：
1

2
+

1

2
= 1、

1

3
+

1

3
+

1

3
= 1、

1

4
+

1

4
+

1

4
+

1

4
= 1。也可以說單位分數是一般分數的基本組成元素，

就像 1做為自然數的基本元素概念。表 33即為單位分數流程摘要，利用視覺操作

單位分數相乘與幾何中的面積關係，自然引進一般分數可以如何延續單位分數概

念進行分數乘法的運算，完成分數乘法操作。 
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表 33    

分數識讀文本設計—單位分數  流程摘要表 

活動二：單位分數 

書寫策

略 

1. 設計引起學生對分數學習障礙的同理心，在學習單位分數之初，

即以短文敘述引起學生共鳴，如文本內容 1。 

2. 透過自然情境的實踐引導，由均分概念進入對單位分數的理解，

文本內容則為二條吐司要均分給三人的可操作方式，以及課堂中

操作二根餅乾均分給三人的活動，如文本內容 2。 

3. 單位分數的定義 

文本內

容 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

1.  

2.                               

透過文章閱讀與課堂餅乾操作，探索 
2

3
 以單位分數表示時的可能

情形。如： 
1

3
+

1

3
＝

2

3
  ，或  

1

2
+

1

6
=

4

6
=

2

3
  ，在探索過程亦在培

養擴分、約分以及判斷等值分數的能力。 

3. 單位分數的定義 
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素養評

量 

1. 學習以單位分數做為分數四則運算的基礎 

2. 學習將一般分數以單位分數來表示並結合幾何面積概念 

3. 藉由從單位分數的意義中，培養欣賞數學的價值以及相關領域的

連結，亦是識讀文本所強調素養能力。 

反思連

結 

讓學習者發現可以使用單位分數將一般分數進行多元且不唯一的多元

表徵，並思考在幾何上的意義。進入單位分數與幾何領域連結。 

圖 .7 呈現 
1

2
 ×  

1

3
 的概念心像。一般分數的相乘就可延伸操作。如：

2

3
×

4

5
=

1

3
× 2 ×

1

5
× 4 =

1

3
×

1

5
× 2 × 4 =

1

15
× 8 =

8

15
，不再以口訣 (

分子

分母
×

分子

分母
=

分子×分子

分母×分母
) 處

理。這使得分數的運算可在操作的一致性下完成 

圖 57    

單位分數相乘與面積關係的視覺操作 

 

 

接著，以下說明本研究如何從單位分數的分數與面積關係，進入代數與幾何

連結的文本設計思維。首先， 
2

3
 即表示在面積為 1的圖形中占去  

2

3
 ，如圖.7 (左) ，

即塗色部分。若 
2

3
 再以 

1

2
+

1

6
 表示之，圖形又將變化成圖 .7 (中) ，且 

1

6
 可以是其

中的任何一小塊正方形，這表示每人所繪製的圖形將不一樣， 
1

2
 亦同，最後利用

與 𝑥 軸與 𝑦 軸作對稱圖形，即得如圖 .7 (右) 之鑲嵌圖形創作。 

 

 

 

續表 33 
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圖 58    

單位分數與幾何圖形概念的連結 

                   
                                  (左)                     (中)                               (右) 

本分數識讀文本的設計即聚焦於由單位分數出發，單位分數也稱為「埃及分

數」，一般分數則透過單位分數做結合與表徵 (洪萬生、英家銘暨 HPM 團隊，

2007) 。例如，
2

3
 就會使用 

1

2
+

1

6
 來表示。這樣的使用方式使得在古代埃及人面對

生活中的分數應用，皆變得容易解決，因為分子總保持是 1。再以  
4

5
  為例說明： 

可以表示成     
4

5
＝ 

1

2
+

1

5
+

1

10
… … … … … … . … … … … . … (𝑎)式 

也可以表示成 
4

5
＝ 

1

5
+

1

5
+

1

5
+

1

5
 … … … … … … … … (𝑏)式 

其中(𝑏)式似乎無法再做更多元的表示法。但透過(𝑎)式中針對某個分數的迭

代轉換，其表達方式就產生了多元的變化，如(𝑐)式，其中 

 
1

2
=  

1

3
+

1

6
；而 

1

3
=  

1

4
+

1

12
。 

 
4

5
＝ 

𝟏

𝟐
+

1

5
+

1

10
= (

𝟏

𝟑
+

𝟏

𝟔
) +

1

5
+

1

10
= (

𝟏

𝟒
+

𝟏

𝟏𝟐
) +

1

6
+

1

5
+

1

10
… … (𝑐)式 

這是一個對有理數可以深層理解的思維方式，其概念來自於理解每一步都來

自於最大單位分數的分解，因此透過不斷迭代，代表著可以多種的表達方式，也

牽涉到比例性對於等價概念的理解，此種比例推理 (proportational reason) 的訓練

是可以提升學習分數概念的認知洞察。在比例推理的脈絡下，單位分數扮演著非

常重要的關係(Cortina et al.  2014)。若再拓展等價比例推理的思維，結合部分與整

體的面積概念時，數學中所蘊涵的藝術之美也將浮現。以上述 (𝑐)式為例，分數

 
4

5
 的三種表達方式分述為三個等式，並將此三個等式各自以適當的公倍數予以擴

分後重新表述，如(𝑑)、(𝑒)、(𝑓) 三式。 

4

5
＝ 

1

2
+

1

5
+

1

10
=  

30

60
+

12

60
+

6

60
… … … … … … … … … … . . (𝑑)式 
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4

5
＝

1

3
+

1

6
+

1

5
+

1

10
 =  

20

60
+

10

60
+

12

60
+

6

60
… … … … … … . (𝑒)式 

4

5
＝

1

4
+

1

12
+

1

6
+

1

5
+

1

10
=

15

60
+

5

12
+

10

60
+

12

60
+

6

60
… … (𝑓)式 

圖 .8 (左) 說明(𝑑)式在結合面積概念下，分數代表了部分與整體的比例意義。

白色 (未圖色) 面積的編號是整體面積的 
1

5
 ( 即 1 −  

4

5
=

12

60
)，塗色部分面積總和

是 
4

5
 ，不同顏色代表不同的部分 (即不同的分數) ，如編號面積為

1

10
=

6

60
、編號

面積總和 (左下方+右上方) 為 
1

5
=

12

60
，編號面積為 

1

2
＝

30

60
，且每個相同色塊

個數可以任意放置，只要總數不變即可，如圖 .8 (右) 則又形成另一種圖案，而 
4

5
  

也就可改變如(𝑒)式的表示法，圖形結果將隨著圖色位置及顏色的不同而產生多

樣化的結果，但仍可說明整體面積為 1 的表徵。  

圖 59    

「一般分數」以「單位分數」表示面積的幾何概念 

                                    
                                     (左)                                                                     (右) 

最後可將原圖對稱於 𝑥 軸與 𝑦 軸，結合數與形的藝術創作，如圖 60 (左)、圖

60 (右)。能讓學習者具體感受自己創造出來的美感，也理解數學本身所引發的價

值，依此變化，將 (𝑓) 式再予以不同的位置分配、顏色變化，也就能創造更多元

的藝術創作。 

圖 60    

「單位分數」結合面積概念的藝術創作 

                               
                                  (左)                                                               (右) 
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藉由單位分數學習分數的四則運算，再透過一般分數利用單位分數的多元表

徵，欣賞分數 (代數) 與幾何的概念連結，也讓學習者具體感受自己創造出來的美

感，理解數學本身所引發的價值。並在學習完成時應檢核之識能評量學習成效，

同時亦有單位分數與面積關係的創作活動成果檢核。 

(3) 「分數的除法」教案摘要 

表 34    

分數識讀文本學習目標—分數的乘除  

學習單元：分數的乘除 

概念說明： 

小學階段：分數的四則運算在小學階段是以螺旋式漸近學習，數字不會太大

與繁雜，以能流暢進行分數計算為目標。包含帶分數、真分數、假分數、擴

分、約分、等值分數、最簡分數等。 

本研究：主要在於利用單位分數進行分數的乘除運算，再由單位分數探索數

與形結合的鑲嵌藝術。 

學習目標： 

能運用一般分數以單位分數表示的概念，流暢地進行分數的四則運算 

n-IV-2  負數與數的四則混合運算(含分數、小數)：使用「正、 負」表

徵生活中的量；相反數。 

n-II-7 能在數線標示整數、分數、小數並做比較與加減，理解整數、

分數、小數都是數。 

n-II-1 理解乘除互逆，並能應用與解題。 

n-III-6 理解分數乘法和除法的意義、計算與應用。 

r-III-2 熟練數 (含分數、小數) 的四則混合計算。 

數-C2 具備和他人合作解決問題的素養，並能尊重多元的問題解法，

建立良好的互動關係。 

表 35    

分數識讀文本設計—分數的乘除 流程摘要表 

活動三：分數的乘除 (加減法不在此贅述) 

書寫策略 分數的加減乘除皆採取利用單位分數的一致性概念操作，以達到

的技能熟練目的 

文本摘要 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 分數的乘法 

 

2. 分數的除法，透過文本中的文字對話 (僅摘錄部分內容，詳見

附件) 探討分數除法的意義。 
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3. 倒數定義 

 
素養評量 分數相乘的部分，只要能了解單位分數的乘法，就能了解一般分

數的乘法了。如： (
3

2
×

4

3
) = (

1

2
× 3) × (

1

3
× 4) = (

1

2
×

1

3
) × (3 ×

4) = (
1

2
×

1

3
) × 12， 

本研究始終著眼於如何透過一致性的操作讓學習更容易，因此在

處理分數運算部分，本文本則是利用單位分數的概念重覆操作於

分數的乘、除等運算。 

反思連結 處理計算過程的一致性是可以提升數學計算能力的熟練性，不論

是負數學習或分數演練，且在文本中亦提醒學習者，對於本文中

父女對話的反思，提供學生思考除法概念的意義與分享。 

「分數的乘除」涵蓋有分數的四則運算，但在本文本設計著重於分數的乘

除，並利用單位分數概念進行一致性的程序操作，如一般分數 
2

3
 即為單位分數  

1

3
 

的 2 倍。讓分數表徵有更多元的學習表現，這也是在分數教材分析中從未運用過

的教學活動設計，避免了如口訣般的速算法 (分母乘分母，分子乘分子)，彷彿給

了口訣就代表分數概念的學習完成或就理解了分數的意義，如圖 61。 

續表 35 
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圖 61    

「分數的乘除」識讀評量- 分數乘除意義的理解與計算 

 

本識讀文本亦於單元內容結束時提供線上科技工具實際演練，除了提供計算

答案的核證之外，更重要的是預期學生能熟悉現代的科技工具，並明瞭何時何處

可以運用科技，如圖 62。 

圖 62    

科技工具的應用 

 

(二) 「知行識」向度設計 

本小節中針對分數文本之「知行識」向度研究結果說明如下：知能設計部分，(1). 

視覺操作檢核分數知能、(2). 以單位分數啟發分數知能；技能設計部分，(1). 一致性的

程序技能、(2). 聚焦分數連續量概念操作；識能設計部分：(1). 增加應用解題的表徵

能力、(2). 培養人文素養閱讀、(3). 連結分數與幾何的創作、(4) 提供多元的檢核模式。 

(1) 知能向度設計歷程 

預期目標： 可辨識分數在數線上的位置、可描述正分數是單位分數組成的

樣式、能描述單位分數在面積上的意義、單位分數的定義、單

位分數在生活中的應用，以及辨識單位分數在面積上的表示。 

執行過程： 分數的認識分為三個部分操作：數線上的表示、由整數標示連

結至分數與小數之標示位置、連結到日常的直尺使用中，但發

現部分學生仍無法讀懂刻度尺的意義，以及仍有分子、分母為

各自獨立整數的迷思。單位分數的認識亦分三部分：了解古人

學習分數的困難、生活中均分概念、在面積上的意義。 
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(a) 視覺操作檢核分數知能 

尋找落差原因: 意圖修正學生對於分數視為一個數的迷思概念在數線上對於分

數或小數的具體辨識就是要能「看得見」，而生活中的直尺與

數線表示即為適合的策略。 

解決落差原因: 文本修正後的版本，分成二個層次，讓學生標示出有標示數字

的位置以及沒有標示數字的位置圖。然後再於檢核卷上描述類

似概念，如圖 63 。圖 64 設計目的在於檢核學生對全數的迷

思，而此檢驗成效在訪晤答錯學生的原因 (認為 6 比 8 小，或是

依分母大小來寫)中，得到印證。 

圖 63    

分數的認識—知能文本設計                                                                                                                       

 

圖 64     

分數在數線上表示之評量 

    

(b) 以單位分數啟發分數知能 

尋找落差原因: 分數的學生，學生應從小學階段的算術學習進入到國中階段的

基本代數思維學習，但在國中階段仍為口訣式的公式背誦取代

代數思維的訓練。 

解決落差原因: 本文本設計即從單位分數與一般分數連結開始，如圖 6.，並於

檢核卷中檢核其成效，如圖 66。而此目的亦為分數的技能、識

能學習埋下伏筆，讓學生可以一致性地以單位分數操作分數的

四則運算以及對分數與面積概念間的幾何連結。 

圖 65    

「認識單位分數」之知能文本設計 
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圖 66    

單位分數之知能評量 

 

(2) 技能向度設計歷程 

預期目標： 能進行單位分數與一般分數的乘法運算，以及解基本的應用問

題強調有理數 (連續量)的除法 

執行過程： 在執行分數的乘法時，發現在理解一般分數可以單位分數表示

後，學生進行分數的相乘是極其自然的一種接受方式，亦不需

「分母乘分母，分子乘分子」口訣過渡。文本也避免「乘除互

逆」的專有名詞描述，改以藉由單位分數過渡到倒數概念的分

數除法，如圖 67。 

(a) 一致性的程序技能 

尋找落差原因: 避免學生習慣性使用口訣背誦解決分數的四則運算。 

解決落差原因: 將倒數與單位分數概念連結，再引入分數四則運算，如圖 67 

圖 67    

「分數的乘除」之技能文本修正—倒數設計 
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(b) 聚焦分數連續量概念操作 

尋找落差原因: 學生會習慣性在小學階段以生活中 pizza 分割 (離散概念) ，做

為分數的表徵，在國中階段則避免類似的譬喻。 

解決落差原因: 從單位分數的概念自然引入分數的四則運算，並聚焦於連續量

除法概念的代數思維，所以改之以緞帶的切割如圖 67。 

圖 68    

「分數的乘除」之技能文本修正—連續量設計 

 

(3) 識能向度設計歷程 

預期目標： 可以依據應用問題列式或轉換成數學模式思考、能陳述或欣賞

單位分數做為發展分數四則運算概念所提供的幫助或應用，以

及單位分數與幾何面積之間的創作連結。 

執行過程： 以分數的認識與單位分數學習為本，皆為教學完成之後才發現

第一版內容的缺乏，進而增補例題，以及針對文本中直尺刻度

的分數、小數與生活連結。 

(a) 增加應用解題的表徵能力 

尋找落差原因: 應用問題的理解並能用數學式子表徵。 

解決落差原因: 引入生活中關心的問題做為應用問題表徵的練習，做為抽象思

維訓練的過渡策略，如圖 68聚焦於分數、小數、百分比在生活

中的連結。 

圖 69    

分數、小數、百分比的連結  
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(b) 培養刻意的學習活動與人文素養閱讀 

尋找落差原因: 基於過去研究者教學經驗，分數的計算對於初入中學的學生而

言實為一大挑戰，故文本設計增加單位分數在歐洲時期的困境

描述，引起學生學習的興趣與信心，並在上課過程中提供教學

習活動，由活動中學習單位分數的意義，也做為代數與幾何創

作連結的開場。 

解決落差原因: 首先引入生活關心的問題，如生活中常遇到的分食問題，讓學

生在活動中自然體驗單位分數的自然思維，如圖 70、圖 71、而

圖 72則是學生利用學習日誌完整呈現餅乾切割的多種可能性。

同時文本設計增加單位分數在歐洲時期的困境描述，引起學生

學習的興趣與信心，如圖 73。 

圖 70    

分數的多元表徵 1  

圖 71    

分數的多元表徵 2            

                                          

圖 72    

分數的多元表徵 3  

 

圖 73    

學習欣賞「單位分數」之識能設計 
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(c) 連結分數與幾何的創作 

尋找落差原因: 不論是教科書或小學的分數學習經驗，從未將一般分數(或單位

分數)幾何面積作連結。 

解決落差原因: 對於單位分數與面積關係的創作，學生乃第一次接解，所以耗

費相當多時間，但研究者認為此活動可以結何代數與幾何的關

係，因此再與專家溝通，同時在上課中僅帶領單位分割的教學

活動，以及單位分數創作學習單的引導，增加課前活動、簡化

文本內容與分解步驟的引導，並改變評核方式（以分組或個人

之成果展方式完成），如圖 74。 

圖 74    

單位分數與面積之間連結創作示範  

                                              

(d) 提供多元的檢核模式 

尋找落差原因: 不同的學生對於各種數學知識理解的程度與表達都不同，若僅

單一之測驗題檢核，將無法獲得更多學生理解分數的方式。 

解決落差原因: 本文本即設計有：學前活動、隨堂練習、隨喜練習、檢核卷、

閱讀整理區、學習單、學習日誌等，讓不同學習方式的學生都

可以有表達對分數理解的方式，而這些檢核工具亦是素養培養

的良好檢核工具，如圖 7.、76……、73。 

圖 75    

「分數的認識」之生活應用素養 

 

    

預期到達的幾何、          

代數與藝術跨域連結      
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圖 76    

認識「單位分數」之學習日誌 

圖 77    

認識「單位分數」之學習單 

   

圖 78    

「分數的認識」之學生閱讀整理 1  

 

圖 79    

「分數的認識」之學生閱讀整理 2 

 

圖 80    

真分數的意義描述 1 
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圖 81    

真分數意義的描述 2  

 

圖 82    

「分數的認識」之學習單 

 

圖 83    

「單位分數」與幾何圖形的創作發表 

         

小結 

研究二的結果，分成二個部分說明。其一是文本的設計歷程可依據ADDIE 課程設

計模式，建立「分數識讀文本教案摘要表」，再由「執行評量摘要表」實踐預期目標、

執行過程、尋找落差原因、以及解決落差原因策略的四個步驟。此部分的研究得到三

個設計要點：文本格式規格化、避免冗長程序性操作、以及避免簡答或模糊抽象的提

問。此種設計結果讓學生易於閱讀，也有助於教師引導閱讀，像版面部分以撲克版的 

、 、 、  做為每段的開端、每篇文章內容重點避免過多而增加學習負荷、

每篇最多以 4 頁為原則，其中 1-2 頁為文本學習區，第 3-4 頁則為反思與練習區…等；

將格式規格化，學生也就熟悉文本模式易於閱讀。文字描述也力求直白且精簡、對於

想要強化的識能部分，若是教科書中尚未接觸到的，則會增加些文字或圖形的篇幅與
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活動。最後則是在反思回饋部分盡量修正，讓學生能聚焦回應或便於學習者自行反思。

同時本識讀文本設計亦改變學生對固有的數學文本形式觀感，以及對分數學習僅止於

計算概念的固有想法。 

其二是「知行識」向度的設計，具體研究結果如下：以視覺操作以及單位分數引

入，可檢核與啟發分數知能的學習；技能的學習部分，如分數的四則運算可使用單位

分數的概念進行一致性的操作，同時在國中階段應多提供代數思維的學習機會，因此

在文本設計中應避免繼續使用離散量 (如 pizza 的切割) 的表示，可改以連續量如緞帶

的剪法等操作模式；識能部分，則以生活應用問題提供解題的表徵能力，文本設計可

連結分數與幾何創作概念的教學活動，讓學生在活動中自然意識到單位分數的意義，

並提供閱讀素養欣賞，建立對分數學習的自信。此外，研究二的文本設計亦採用多元

的評量模式，如文本閱讀整理、隨堂練習、具體操作活動、學習單、學習日誌、作品

發表、總結性評量等，可具體觀察學習的障礙與改變。 

研究三  識讀文本實徵研究—以負數為例 

一、 「負數識讀文本」對學生負數素養表現之影響 

研究者將學習者在前後測對「負數的認識」的文字描述回饋，依表 23 分類 (即五

種等級)，由高至低依序是：「識能理解」、「一般理解」、「錯誤理解」、「字詞

誤解」以及「無法表達」，利用其結果進行前後測數據差異分析，檢核學習前後對於

「負數的認識」之理解變化，並以 McNemar-Bowkert法檢驗兩組各自在前後測之學習

表現差異，如表 36。可以看出實驗組學生在前後測上分類百分比達顯著差異 (𝜒2 =

37.133, 𝑑𝑓 = 10,   𝑝 < .05)；對照組學生前後測之分類百分比則無顯著差異。又表 37

說明兩組在前後測的分類百分比 ，實驗組學生在學習介入前後，「識能理解」從 2.4% 

提升 2..8%，「錯誤理解」及「字詞誤解」，分別從 11.7% 降至 2.4%，以及從 23..% 降

至 10.6% (引自陳玉芬等，2023)。 
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表 36    

以 McNemar-Bowker 檢定「負數的認識」學習前後的差異表現 

組別／有效觀察值個數 N 數值(𝜒2) 自由度(𝑑𝑓) 漸近顯著性(𝑝) 

實驗組／N=85 37.133 10 < .001 

對照組／N=41 7..33 8 ..72 

表 37    

前後測問卷對「負數的認識」理解分類百分比 

組別 識能理解 一般理解 錯誤理解 字詞誤解 無法表達 

實驗組 (前測)   3..% 36..% 11.7% 23..% 24.7% 

實驗組 (後測)  2..8% 40.0%  2.4%  10.6% 21.2% 

對照組 (前測)  8.7% .7..%  4.8% 17.1%  8.7% 

對照組 (後測)  17.1% .6.1%  4.8%  17.1%  4.8% 

二、 「負數識讀文本」對提升負數素養的表現 

首先檢視兩組前測間是否有差異。由表 37看出進行識讀文本教學前，實驗組前測

平均分數顯著低於對照組平均分數，說明兩組在初始能力上即有差別，因此對於兩組

在後測分數方面，我們將以 McNemar Bowkert 法檢驗兩組各自在前後測上，學習表現

之差異分析。 同時，我們也發現數學成就的段考成績，在兩組間的分數未達顯著差異，

說明實驗組在每週少了一節正課的情況下，其數學能力 (段考成績) 未顯著低於對照組 

(陳玉芬等，2023)。 

表 38    

實驗組與對照組相關數學表現 

數學 

表現 
組別 (N)  總分 

平均數 

 (標準差)  

平均數差 

 (I - J)  
顯著性 

前測 
實驗組 I (81)  18 7.11( 4.463 ) 

-2.33 .004 

對照組 J (4.)  18 8.44( 4.203 ) 

段考 

成績 

實驗組 I (77)  100 60.67(26.714) 
-2..2 ..8. 

對照組 J (4.)  100 63.20(23.766) 

表 38 則關注於實驗組在識讀文本介入後，「知行識」三個向度表現是否與對照組

的表現有顯著差異。 
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表 39    

實驗組與對照組在後測的「知行識」向度共變異數分析摘要表 

 

我們以組別為獨變項、前測為共變項，進行 MANCOVA 分析。在變異同質性檢

定方面，「知行識」的 Levene 檢定分別為 F(1  118) = 1.178、p = .277； F(1  118) = 1.1.8、

p = .274；F(1  118) = .683、p = .407，即未違反變異數同質性假定。由 MANCOVA 的

結果，得到 Wilks’ λ = .821、F(3  11.) = 3.270、p < .0.、𝜂2 = .078，代表整體而言，兩

組之間有所差異。接著再檢視個別依變項，結果指出，「知」與「行」兩向度在組別

上無顯著差異，而「識」向度在組別效果則具顯著差異，F(1  117) = 6..07、 p < .0.) 、

𝜂2= .0.3。「識」的組別效果方面，是在控制前測之情況下，模式估計之平均數在實驗

組 (M = 4.622) 顯著高於對照組 (M = 3.368) ，見表 40 及圖 74  。 
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表 40    

模式估計兩組在後測「知行識」各向度之平均數與標準差 

 
(資料引自陳玉芬等，2023，頁 47) 

圖 84    

實驗組與對照組之後測「知行識」各向度平均成績比較長條圖 

                                                            

 
(資料引自陳玉芬等，2023，頁 49) 

除此之外，表 41、42、43 分別是後測中的知能、技能、識能具體表現之佐證 (資

料引自陳玉芬等，2023，頁 .0)。表 41 知能檢測以聽寫為例，其中第一題表達正確率

88.8%，如表 41-(a)、第二題正確率 77.7%，如表 41-(b)，亦即此二題答對率皆超過

75%，而表 41-(c)則是二題皆錯之錯誤型式。 

表 41    

知能測驗示例回饋 

   

(a) 第一、二題皆正確

的表示法 

(b) 第二題未能明確以括

號分辨減與負的差異 

(c)答案皆錯類型 
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技能測驗示例以−3 − 5 − 7  與 2 − 8 + 2 計算為例，第(2)題答對率 62.2%、第(3)

題答對率 81.1%，如表 42-(a)；表 42-(b)則分別表示第 (2)題及第(3) 題答錯且為 DFMS

錯誤型示例說明，這些結果說明文本設計可以修正學生常犯的計算錯誤，以及偵測學

生是否有 DFMS 的學習障礙。 

表 42    

技能測驗示例回饋    

   
 

(a) 答對完全正確 (b) DFMS 的錯誤型作答示例 

識能檢測示例則以描述「減」與「負」的差異，主要目的在於培養學習者能在學

習之後，檢測自己的觀點或獲得的知識是否有所改變或修正，回答情形如表 43 。 

表 43    

識能測驗示例回饋 

  

反映說明學生對於文本內容的理解 透過文字說明，已成功傳達「減」與「負」

在二元或單元運算間的差異。 

 

小結 

研究三仍使用「概念譬喻」與「視覺操作」設計策略進行負數的多元概念學習。

研究指出，實驗組在使用負數識讀文本學習後，對於負數的具體認識與描述相較於對

照組的學生，具有正向的進步，在「負數的認識」之教學目標上亦說明實驗組有釐清

負數的抽象概念表現。另外，研究者使用段考成績，比較兩組間的分數未達顯著差異，

說明實驗組在每週減少一節正課的情況下，其數學成就 (段考成績) 未顯著低於對照組。

根據研究三的實徵結果，說明在對照組前測表現下透過共變數分析，實驗組的識能表

現達顯著差異。除此之外，對於負數學習過程中的「負號分離」(DFMS) 學習障礙，
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負數識讀文本中提供具體得到改善的佐證。這些都說明負數識讀文本可以達到「識」

向度以及負數素養提升的目的。 
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第 伍 章  結論與建議 

本研究共有三個研究面向：研究一，分析七年級數學教科書中負數與分數的學習

內容中「知行識」內涵；研究二，分數識讀文本開發歷程設計；研究三，針對完成的

負數數學識讀文本進行實徵研究。基於此，在結論部分針對此三個研究問題回應其研

究結果。在建議部分則針對上述研究結果亦分為兩小節說明。第一小節，教科書教材

內容的設計；第二小節，識讀文本教材設計原則，據此做為本研究所提出的具體建議。 

第一節  結論 

研究一： 三家版本負數與分數教材內容之「知行識」內涵 

一、   國中教科書內容「識」向度教材偏少且獨立呈現 

甲、乙、丙三個現行版本為現今中學數學學習的主要參考版本，在前表 27 (頁

71) 可知「識」向度的布題比例，乙版在三家版本中「識」向度的內容占比最高，

若扣除獨立區塊，「識」向度占比仍為最高但僅占 16.7% ，丙版在扣除獨立區塊後，

甚至只到 3.6%，且「識」向度設計偏低。再依據「各版小概念之知行識鋪陳樣式」

折線圖分析，較寬的平緩區段代表較有兼顧知行識概念的面向，但就各家版本之折

線圖觀之 (圖 34、3.、36，頁 73)，顯示在設計每個小概念時，「知、行」向度皆遠

多於「識」向度，圖中也可看出在各版小概念中知能與技能舖陳都很豐富，至於識

能的舖陳，只有兩個版本在 2 個小概念上有安排，另一版本則完全沒有識能舖陳，

說明各版本在知能、技能的舖陳上仍著墨較多，相對缺乏識能理解的學習機會。此

外，「識」向度的問題在例題說明與隨堂練習中極少出現，隱涵著「識」向度與應

用的連結性似乎是獨立的，顯得數學與生活的應用缺乏橫向連結的題型。 

同時，在各版設計架構上最大的不同處當屬每個節末、章末與冊末，會有較多

獨立區塊內容。至於各版本共同的特色，也是對於所要培養的數學能力完全一致的

設計方式，即「重點回顧」與「自我評量」，前者強調對知識概念的理解，後者著

重於技能的培養。 
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二、 各版本之教材設計內容有趨同性亦強調設計者觀點 

在研究一中，三個版本各小概念的「知行識」三個向度設計取向比例，依據卡

方檢定結果，可知「知行識」三個向度的布題比例並未因版本的不同而有所差異，

也就是說三個版本皆為知能與技能的布題較多，識能布題較少。其次，各版小概念

為「識」向度設計者，皆不約而同以獨立區塊方式處理，其設計初衷為識能向度 

(即概念連結或探索)，但分析結果呈現仍為知向度或行向度的表徵方式。各版的章

末或冊末也都會安排 3 至 . 頁的多元性探索主題，內容豐富且有趣，但因為安排於

章末或冊未，相對讓教師或學習者認為這些主題的安排是補充教材，而非核心教授

之概念，無法呈現出版社用心設計的效益；且在國中階段，分數學習皆為四則運算

的精熟，未有更深度的知識連結與提供充份代數思維訓練的機會。 

至於 107 課綱強調核心素養之一的計算機應用，在負數單元，甲版設計面向為 

(0  0  0) (未出現此布題)、乙版設計面向為 (1  1  0) (有知能與技能) 、丙版設計面向

為 (1  0  0) (僅有知能)；在分數單元，甲版設計面向為 (0  1  1) (具有技能與識能)、

乙版設計面向為 (0  0  0) (未出現此布題) 、丙版設計面向為 (0  1  0) (僅有技能)，這

說明對於計算機應用此一概念的設計與重要性，各家看法是多元的，也說明一個概

念的呈現方式，亦取決於教材設計者的思維。若換一角度審視，亦隱涵了教材設計

者若具有高觀點的多元性策略設計，自然也提供更多學習觸角。 

研究二：「分數數識讀文本」開發歷程設計 

一、  建立有「監督—循環」式的文本設計 

本文本設計依循 ADDIE 模式進行，強調必須先有學習的關鍵點 (即學習目標) ，

以及預期達成之目標，在反思執行過程中尋找與預測目標之間的差距，並訂定改進

之決策，所以在課程設計初即應建立「識讀文本教案摘要表」，然後透過學習回饋進

行修正。並依照著「執行評量摘要表」實踐歷程方式，針對相關的知能、技能、識

能內容進行具體評估與檢核。諸多文本內容的專有名詞亦有所修正與刪減、並請教

教育專家修正文句不宜學術性太強，以免認知負荷太高可能會失去閱讀的耐性，且

對於版面的設計宜段落標示清楚具可讀性，文本設計務必力求言簡意賅，不需太多
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文字描述，但亦應有明確指引的敘述，避免學生浪費太多時間在文本閱讀上，頁數

的設計仍訂為 4 頁內容的原則。 

二、   視覺操作可檢核分數知能 

分數識讀文本之設計在內容方面，不僅讓數學與生活貼近，同時會有意識地安

排學生感受分數、小數、帶分數等的相關性連結，提供想像這些數所帶來的意義與

數學表徵的理解，尤其是透過面積概念的視覺操作，理解一般分數與單位分數的倍

數關係，不僅提供技能熟練，更對單位分數的意義更加理解。在單位分數的活動設

計中，亦由教學活動進行麵包切割，使學生自然產生單位分數在生活中的意義。 

三、    提供學習代數思維的機會 

在數學學習領域中，如何讓學習者對某個概念缺乏背景知識時，提供適時協助

是很重要的。此文本以單位分數概念連貫分數的意義與分數四則運算，也替換口訣

式的背誦，因為當學生無法想像時，就容易變成有「看」卻沒有「到」(楊德清、洪

素敏，2007) 。其次，在文本中以緞帶裁剪 (連續量設計) 取代 pizza 的整數分割 (離

散量設計)，都是無形中在進行合理情境的代數思維練習。 

四、   識能設計聚焦於生活解題與數學欣賞 

本識讀文本的設計目的之一，即在於將數學知識與生活應用做連結，因為透過

連結發現意義，不僅讓知識更加擴增，更能深化學習的洞察 (Johnson  2002) 。藉此

培養學生習以為常但又習焉不察的數學素養，如：直尺在生活中是常見的，甚至是

數學課必備之工具，但學生卻很少理解上面刻度的精確單位是如何表示，而這樣的

學習亦可支援理化課的單位測量；應用問題一直是大部分學生所畏懼的問題，在文

本中則設計與自身有關之疫苗問題，學生因為關心或好奇而產生解題的興趣；針對

學生對於分數的恐懼，於文章開始即有一段古歐洲人對於分數的學習亦深感苦惱，

讓學生對於分數學習 (或數學學習) 感到不孤獨，可能也因而拾起對數學學習的信心

與價值的欣賞，而最後對於單位分數與幾何的連結創作，更是深刻地將分數與面積

做了完整的連結。 
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五、   文本設計提供多元檢核模式 

每一篇文本設計，皆有「閱讀整理」部分，其目的就在協助學生聚焦於該單元

的學習重點，或是提供讓學生有「換句話說」的反思空間以進行更具體有意義的回

饋。此「閱讀整理」有概念澄清的目的，亦做為觀察學生對於文本理解的程度，讓

教師更加瞭解學生困惑之處，讓學生有時間學習，也增加學生思考的機會，也可視

為提供學生緩衝時間認真思考，就像教師在教學過程中的「刻意暫停」，對學習會

有正遷移。 

文本文末還有「隨喜練習」，讓不破壞學生對數學興趣的情境下自由學習，而

對於技能演練部分，更於單元內容結束時提供線上科技工具實際演練，除了提供計

算答案的核證之外，更重要的是帶領學生能熟悉現代的科技工具，並明瞭何時何處

可以運用科技。此外，文本依據學習需求，必要時會在該單元增加學習單的設計以

及學習日誌的自我考核，也可做為師生溝通的橋樑。最後在學習單元結束時的學習

檢核卷，其功能即提供教師應有的訊息，確定是否已達到教師的預期學習目標，亦

做為學習成效的量化表現。 

六、   聚焦產生好提問 

本識讀文本在用字遣詞上亦避免模糊、過於廣泛的語句。在提問或設計之初必須

先思考如何有效提問 (視野、視角、視點) (洪震宇，2022)。避免模糊、範圍過廣、或

是無法聚焦之用語，而無法明確檢測學習者的學習程度。換句話說，在何種「視野 

(觀點)」脈絡下提問，如預期學習目標 (識能培養、概念澄清、數學欣賞、生活應用…)

為何？預期目標即為提問者 (設計者) 的「視野」脈絡，接著進入「視角」脈絡，透過

內文舖陳，讓學習者反思學習的目的，最終則是「視點」脈絡，聚焦於學習者可具體

回應我們的預期目標，如：文本末的閱讀整理提問，即分為知能、技能、識能之具體

提問，讓學習者的回應或陳述亦能成為有效回饋。 

研究三：「負數識讀文本」實徵研究 

一、   負數之「識讀文本」可提升識能表現 

研究三之「概念譬喻」與「視覺操作」，如：「負非減」、「負是倒退」、「負即相

反」等多元譬喻，從學生回饋分析是相當具體的。比方說：「原來負與減是不同的，
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也更容易計算了」、「原來 −1 比 −5  大」、「負數不代表一定是不好」、「不用像以前

要倒過來寫可直接計算」、「更加知道如何表現在數線上」、「現在能算更小的數了」。

另外「負數的認識」之教學目標，在表 37 (頁 11.) 中也說明，同樣是面對一個全新

的負數概念或符號，但實驗組表現在普通以下 (含) 者「錯誤理解」、「字詞誤解」、

「無法理解」的修正率分別從 11.7% 下降至 2.4%、23..% 下降至 10.6%、24.7% 下

降至 21.2% ，另一方面在「負數的認識」的識能表達，比例卻由 3..%  提升至 2..8%，

說明識讀文本可以協助學生釐清抽象概念，以及負數素養的提升。 

二、  「負數識讀文本」學習可提供負數的素養學習 

研究三實驗結果，在教學前的前測分析、以及數學段考成績分析，實驗組表現

皆低於對照組，然在施行負數識讀文本教學後的後測分析，透過共變異數分析後可

看出實驗組在識能表現達顯著差異，且數學段考成績並無顯著差異。據上述這些說

明可推論透過本研究發展之識讀文本教學，可以有效改變負數的素養學習，並且不

會以降低筆試成績為代價。 

第二節  建議 

在本節中，基於研究者對教科書分析、文本設計與實徵的結果，分別給予以下二

個面向建議以供參考。 

一、  教科書教材內容的設計 

從結論一可以知道，各版本對於課程架構的識向度如何在教材中實踐，仍有很大

的改善空間。在此提供以下 2 個建議： 

(一)  教材概念題型宜兼顧知能、技能、識能 

NCTM (2000) 在概念理解對於學習數學的重要性中指出：概念性理解是程序流暢

性的重要元素之一，明確揭示了概念性理解與程序性計算間的緊密緊關聯，兩者缺一

不可。又一些研究亦指出，教科書應提供孩子更多不同的學習機會，因為這些學習機

會影響孩子的學習 (楊德清、洪素敏，2007；Hiebert & Grouws  2007; NCTM  2004; 

National Research Council  2001)。研究一的教材分析中，發現布題策略大致都分為二

大區塊，知能與技能的培養以概念陳述、接著例題、接著隨堂練習之程序發展；識能
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部分則大都安排於獨立區塊或節末、章末、冊末，這樣的安排易於被忽略。若能將這

些豐富的識能教材融入於日常學習中，更能啟發多元概念連結、反思，或知識的縱向

連結與生活的橫向關連探索，不僅能提供數學演算能力的流暢性，亦能提供學習者對

於數學在生活中的實用性，以及欣賞數學多元性的價值。 

(二)  落實探索問題的學習目的 

「數學素養」的定義其中之一即是：學習用數學溝通 ( they learn to communicate 

mathematically) 。以圖 7. 為例，此隨堂練習顯得有些制約，即在例題說明「三一律」

之關係後，隨後即附上「隨堂練習」，使得它屬於「知」 (記憶) 的範疇。 

圖 85    

識能的探索活動 

 

對學生而言，「三一律」這概念是可以在未學習之前可先進行的邏輯訓練，待學

生思考後再統整此規律將更使學習更有感。就像教科書中對於負號的學習，始終未能

為學生釐清「減與負」的意義，各版都是在操作「負負得正」的技能操作口訣，然本

識讀文本中即會設計有別於一般教科書內容，在負數單元增加了聽寫 (說) 的知能探索

活動，這讓學生能具體感受「減與負」的差異。因此學習正確表達與溝通亦是本實驗

教學目的之一。建議教科書內之活動應善用多種不同形式（連續量和離散量）的具體

物以幫助學生學習。讓教科書真正能提供孩子更多不同的學習機會。  

此外，教科書應該要能提供文化面向的學科知識相關概念，讓學生有上下脈絡的

認識與洞察的機會，學生可以在發現上下文的脈絡中尋找相關的關係，對他們來說是

很有價值與意義的 (Johnson  2002)。 
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二、  識讀文本教材設計原則 

綜合結論二與結論三，提供 3 點建議給予有志於參與文本設計者的參考。 

(一)  建立「監督—循環」的文本設計模式 

文本設計應具有一個可隨時監督進度或反覆修正的機制，直到文本與預期目標的

落差達到可接受範圍，如下圖 (即前圖 7) 所示。 

 

亦即在文本設計過程中，建立一個可監督與修正的進度表，觀察其落差原因是基

於學習動機的低落？或是教學媒體資源等的準備不夠恰當？亦或是學習者或設計者對

該文本之知識概念或技巧不夠精練？例如，在研究二中，研究者於教學現場施行「分

數的除法」過程中，文本設計原意是由「乘除互逆」的原始概念引入，但在教學過程

中，學生對「乘除互逆」此專有名詞似乎充耳不聞，再加上已學會分數乘法口訣，故

對此內容描述則顯缺乏耐心，直接從隨堂練習開始計算，經過訂正答案，發現完全正

確即表示文本內容可忽略。這樣的發現即在下一次的文本中予以修正，以及增加具體

描述，如：文本設計提供：我讀到， 我覺得， 我發現， 我未來……等的學習機會， 

讓文本的內容更聚焦 (葉惠貞，2021)，做為找出落差原因與解決落差的策略。 

(二)  文本設計應提供多元的學習表徵 

綜觀識讀文本設計，其學習表現的表徵方式除了一般的例題演練，還有概念統整

的反思回饋區，以及質性作品發表與心得回饋。這些都會增加學生自我反思與聚焦學

習的概念，也清楚引導學生與內在的自己對話，亦因題目的多元設計，可以看見學生

的多元學習表現，諸如：學習日誌、幾何創作或學習心得，都使得更能看得見學生學

習的軌跡。又如負數抽象的感受，文本透過四格漫畫的教學活動，觀察學生對於負數

的想法，如圖 76。不論是教材內容、例題說明，還是隨堂練習，只要有更多縱向深度
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或橫向廣度的知識連結，不僅能看到更多學習面向或質性觀察的內容，亦可看見其思

維的發展。但必須提醒教學者：操作活動的目的，僅是做為符號運思的過渡工具，習

得負數運算才是最終的學習目標。 

圖 86    

負數檢核的多元表徵 

         

        

(三)  避免課程設計的孿生之惡 

課程設計應依據問題（與數學現象有關的）內容、（與學生生活經驗有關的）情

境、（與課綱有關的知識和能力）課程，和（不同需求層級的）認知四個面向設計問

題，而這些面向的培養正是數學素養的重點之一 (Lustick  2010)。本研究所倡導之文

本設計，從學習的目標知識設定開始，然後思考如何聚焦發展和深化重要概念之理解，

嘗試聚焦提問 (focus question)，再轉化到學習表現。但有時會流於因為活動設計而忽

略教學目標，或因為教學目標內容豐富而忽略學生接受程度 (Wiggins & McTighe  

2014)，例如在實行單位分數與面積概念連結時的創作設計，即造成知識與技能的機

械式反覆練習而減少核心概念的觀注。 
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總結 

本研究主要在發展一個國中數學識讀文本的開發，然後進入實徵研究探究其實施

成效。然對於一個針對數學發展的識能文本，確實是一個初嘗試。特別一提的是在本

研究中，亦發展一份「知行識評量規準」，做為在學習識向度時可參考的一個評鑑準

則，但對於「知行識」向度的界線定義，研究者著實認為其間之細膩程度，猶如個人

每天的呼與吸之間的變換，那瞬間的變化是很難分得清，所以研究者深覺「知行識評

量規準」仍可以有更細緻的實驗與成熟的規範，亦可做為下次研究改進的方向。 

至於更深層之識能培養，如：根據論述支持自己的論述或對數學價值的欣賞，雖

然文本中以及課堂上皆有討論，但受限於上課時間有限，以及難以在測驗評量上做更

為客觀之量化評論，此為研究有所限制之一。限制之二則是對於文本閱讀的理解「導

引性」，學生閱讀時是否會卡住某些重要關鍵，或是文本設計的教學活動，是否足以

彰顯其核心概念，以及文本對於異質學生的影響等問題。限制之三則是本研究基於方

便性抽樣實驗，故僅止於該校一年級學生之實驗結果，無法做全面性推論。基於本研

究聚焦於識讀文本的知識材料設計，對於上述發現之問題尚覺力有未逮，這些亦都可

做為下次的研究目標。 

當然，除了上述對文本建議之外，教師風格與教師對教學事件的優先順位，對小

學和初上國中的學生而言，其影響亦甚鉅大 (Höfer & Beckmann  2008)，老師如何加強

對課堂數學素養的重視、強調有效、實用和與現實生活相關的數學問題的優先順序，

也間接影響學生的學習與態度 (Harlaar  et al.  2007)，這些影響教學成效的因素亦可做

為往後文本施行之實徵研究。
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附件一  負數識讀文本 1 
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附件二  負數識讀文本 2 
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附件三  分數識讀文本 1 
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附件四  分數識讀文本 2 
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附件五  分數識讀文本 3 
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附件六  負數前測檢核卷 

 



 

168 

  

 



 

169 

  

附件七  負數後測檢核卷 
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附件八  分數檢核卷 

中一  數學閱讀 測驗    單元：分數         班級：      座號：     姓名：       

一、 判斷下列式子是否正確？正確者在方框中打，不正確者在方框中打 (12%) 

 
4

7
 就是 4 個 

1

7
 相乘  

 
4

7
× 

3

5
 = 4 × 

1

7
 × 3 ×  

1
5
 

 
4

7
÷ 

3

5
= 

4

7
 × 5 ÷ 3 

二、選擇題(12%) 

1.  
7

15
+

11

21
 的和最靠近下列哪一個數？ 

(A) 0  (B) 1  (C) 2 (D) 3 

2. 算式 (
2

5
−

1

3
)  (

2

5
−

1

10
) 的空格中，該填入哪一個大小關係符號？ 

(A) >  (B) <  (C) = (D) 以上皆非 

3. 
𝟏

𝟐
 包的砂糖與  

𝟏

𝟑
 包的冰糖，何者比較重? 

(A) 砂糖 (B) 冰糖 (C) 二者無法比較 (D) 以上皆非 

三、兩個分數相乘，如：
2

3
×

7

39
，現在回答下列二個問題。(8%) 

(1) 
2

3
×

7

39
  

7

39
  (在  內填 > 或 < 或 = ) 

(2) 說明你選此答案的理由：                                               

四、請將下列的五個分數填入數線上你認為最適當的位置(方框)中(20%) 

1

10
 、   

5

9
  、  

3

7
  、  

5

6
  、  

15

14
 

 

 

五、 請標示出1
7

10
 公分、9.6 公分、 2

5

8
 英吋及 4

3

16
英吋等四個位置。並依序分別以
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𝐀、𝐁、𝐂 及 𝐃 四個符號表示。(16%) 

 

六、應用題(25%) 

1. 衛福部疾病管制署公告：截至 12/20 日止，台灣目前已接種二劑 COVID-18 相

關疫苗人數對應各接種疫苗之統計結果如下表。觀察相關數據後回答題號 (1)

至(3) 的問題。 

(1) 參考下表中第二欄 AstraZeneca(陰影部分)之相關表示法，然後在下表空格

處填入適當的百分比表示(取至小數後 1 位) (每格 5 分) 

疫苗名稱 AstraZeneca Moderna 高端 BioNTech 總計 

已接種二劑人數 1. 00. 1.4 7 .77 007 1 468 8.8 10 04. ..7 34 087 678 

已接種二劑人數

己接種二劑總人數
 0.440063794 0.222214774 0.043110236 0.294611196 1 

各疫苗接種率（百

分比表示） 
44.0%    100% 

(2) 上表中，陰影部分的 AstraZeneca疫苗接種率數值為 44.0%，請說明它代表

的意義。(5%) 

 

(3) 請依題意列式。(5%)截至 12/20日止，台灣總人口數約 23.0 0000人，已知滿

12 歲以上可接種疫苗者約占台灣總人口數的 77..%。根據上表資料，請問：

全台在應接種疫苗的人口數中，屬於接種 Moderna 者大約是多少? 【此題僅

需列式即可，無需計算】 

 

七、 你覺得生活中比較常見到「帶分數」的表示?還是「假分數」的表示? (2%) 試舉

個例子說明你的答案。(5%) 

八、 心情描述  

(1) 針對「分數」單元的學習，請依喜好程度塗滿愛心指數（塗的愈多，表示學

習愈開心。）  

(2) 你對「分數」多了哪些特別不一樣的新收獲？（寫的愈多，加分愈多。）(5%) 
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附件九  閱讀數界課 期末學習心得晤談卷 

  班              同學 訪談問卷內容  9:00-9:20  

關心的研究 

1. 閱讀文本是否會影響數學學習？  2. 如何研究數學識能的改變？ 

3. 閱讀文本後對數學價值有何改變？ 4. 學生喜歡何種方式的閱讀形式？ 

(1) 抽象概念有無更具體？ 5. 喜好度與收獲度有無相關性？ 

(2) 分數四則運算是否可先乘法？  

設計訪談內容題目 

1. 你覺得每週 1 節的閱讀數界課會影

響你的一般數學課的學習嗎？ 

 

 

2. 你覺得此文本與正課最大的差別在哪

裡？ 

3. 在閱讀文本時，你最需要克服的是

什麼？（專有名詞、數學公式、數

學符號、太多文字、耐心）。 

 

 

4. 你喜歡數學嗎？原因？ 

5. 若有同學不懂(−(−(−2)))的意思，

你會怎麼說明？ 

 

6. 你可以解釋 2 ×
3

5
=

6

5
 嗎？  

7. 你覺得分數的乘法和加法何者較好

計算？ 

 

8. 本學期的文本中有些名詞特別跟課本不

大一樣，比方說：方程與方程式，你會

覺得困擾嗎？希望如何？  

9. 這學期中哪一個單元的內容，讓你

有種「噢」，原來是這樣的感覺？ 

 

10. 現在你會將假分數的答案表示成帶分數

嗎？為什麼 
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11. 讀了一學期的文本，你對數學的看

法有改變嗎？ 

 

 

12. 這學期的文本中，讓你印象最深刻的是

哪一個單元？為什麼？難？易？有趣？ 

13. 描述一下你一開始學習這門課的心

情。（那與現在看待它的心情） 

 

 

14. 本學期的文本中有些名詞特別跟課本不

大一樣，比方說：「負就是減」或「方

程」，你會覺得困擾嗎？  

 

15. 小學可有過這樣的學習方式？ 

 

 

16. 你喜歡哪一種的數學學習方式？ 

直接計算題目、應用題、與生活有關的數

學閱讀。 

 

17. 你是用什麼條件篩選喜好度與收獲

度？ 

 

18. 說一說你一開始拿到這文本時以為是上

什麼課？ 

19. 閱讀這學期的文本，你最想給的建

議是什麼？ 

 

 

20. 對這學期的文本排版方式有何建議？  
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