Ï Œ a bğ- ô řÝ/ )

1-1 SŐ

3 9Œa, & Æ Ŋ +Œî b ğ -ôřÝğ ą. &Æ Þ+ Û ÂL-«ňv1Ă b ğ - ]- P A ć à # ãYg]- P (governing equation, ôţÎà Ű »„ÝŁ5]-) 0Ň , Ć ţä ˚ ć đÎŐ5. æ ğ . ËË]řİ|¿Õ h êÝ: Œ Í ÎžàŔJõóř

(Galerkin method). ĺŒ Í ]řÎ ´ JŻ»„£ÉÝÌ F ő SS. ň ÎÍSąZ¡ ě y

Galerkin Method, X|ĲDąĺŒ]ř.

1-2 %ĆÎŔJõóř?

ŔJõóřÎŒÍ OãaP^&aPŔŁ5]-P »ń ŁÝ*ż. ŔJõóřĲ Ů ÕË Í Mż, Ï ŒMČ’Œ Í » ń ŤŢy‹áŁ5]-õ \ & f ˝ ÝŒfflİŐóÐó (ÑÿÎDæ, áŮ, Ż É , Tæ, TÍÿ„). Þh »ń ÐóĆáæ »Ł5]-P õ\ & f ˝ ıßÕŒ Í "„ (residual), 9Í "„ 3 JÍ Łè /Ä6£ í ‚ ë.

Ï ÞM;OŁŒXßÝ]-P (T]- à ), ňvÞŒfflÐól P ľĎ;, |ßÕŒ ľ¡ Ðó, h ľ¡ ÐóţÎŔOß» ń Ł.

&Æ Ą ÊŒÎlÝőÞ . Č’&Æ ŔOŇŒOŁă¡‚ D õ\ & ‚ ∂D ÝőÞ , Í Yg]- ‚

L(u) = f (1.1)

(L ‚ YiŁ5Õ~). u ‚ İŐó, Ðó f ÎxŐó x Ý‹áÐó, Ć vČ’3 ∂D îb

Ê¯Ý\ & f ˝ . &Æ İ| £ à A ìË Í MżĳTàŔJõóř.

ť › , ÎáÑ@Ł u | u_h č Ň , Íı u_h ÝÐó Ţ ‚ İ|àÎáćó, |CX b }

ñŐóĳ“î (XÛ}ñŐó 3 ó.î& Æ Ì‚ Ã9Ðó), ň Ã9Ðó n ; ‚ ‹fflL,

Ć EyõÝ9 Í ŐóÍÐón ;ÎfflL. . h İŐó»|ì P “îfi u ≈ u_h = N∑ i=1 u_iϕ_i, (1.2)

Íı uh Î£»Ł (ôÌ ‚ trial function), ϕi ÎÃ9Ðó, ui ÎÎáćóTÎÃ9Ðó ÝÎáÐó, 8 ŔÝîğ N ţÎÎá ui ÝÍ ó, N Í ϕi ÝóC]P ÿßÿÆ »ÈŤŢ ÀŻÝ\ & f ˝ .

¯ uh Ćá]-P (1.1),ŤŢ (1.1) Îİ»Ý, Ç L(u_h) − f ≠ 0 Tï L(u_h) − f = R, Íı R ‚ "„. ŔJõóÝŔřÎŔOã N Í Îáó ui ÿßJÍ ă¡Ý0-Őˇ. Þ 0-ŔJ£í ň Ł OJ Í ă¡ÝŔJ£ í ‚ ë Ç İ˝ W h Œ-«. . h &Æ óC N Í aP}ñÝŔJÐó Wi ňv Ł O: A Ň ∫ D [L(u_h) − f] W_i dx = ∫ D R W_i dx = 0, i = 1, . . . , N (1.3) J R ≈ 0 ]-P (1.3) “îÝ0-5ţ æ ğ fil P 3 yŔJÐóÝóC, ŒËĳfflŔJ Ðó, ]-P Ć“ N Í ]-à . ÿÞÎOŁ ui ÝĆó]-P . Ï ÞMżJÎOŁ]-P

(1.3) Ý u_i, ň£ à (1.2) Oß u Ý»ń Ł. . ‚ ŔJõóřõ0-5g æ ğ ÝóCb 9

Ëİžÿà, A ŇŔJÐó^Ć“ u ÝÃ9Ðó8 ! , &Æ JÌh ř‚ Bubnov-Galerkin ř, Ä 3 9 Ŋ Ì Galerkin ř.

Galerkin řŁ O, ∫ D [L(u_h) − f] ϕ_i dx = 0, i = 1, . . . , N (1.4) |îÝDą& Æ Č’‚ ˛ğ JÍ ă¡. ň Î. ‚ ]-P (1.1) EJÍ ă¡/˚ ć F KW ñ, X|& Æ .J Í ă¡6v W b ğ Ýˇă , N Í ă & Æ ¯ W Œ Í -ô (element) ,

Ć JÍ ă¡/fi ˚ ć -ôE (1.1) P K W ñ, . h &Æ ENŒÍ -ôôfflL A ! ]-P

(1.2) Ý¯I» ń Ðó.

ĺ İàİŐóÝ b ğ -ô“îř , Ðó ϕi ż ð W fflLy-ô/Ý/æÐó

(interpolation function) ϕ^{(e)}_i . u_i ‚ İfflfićó, İ» ‚ İŐóTÎİŐóÝ; F Â . .

h £ à Galerkin Method & Æ İ|űìYg-ôÝ]- P ‚ ∫ D(^e)

[L(u^{(e)}_h ) − f^{(e)}] ϕ^{(e)}_i dD = 0, i = 1, . . . , r, (1.5)

Íıîý (e) ĳĂE ˚ ŒÍ -ô, Ć vEJ Í à ) ıÝŐŒ-ôK b A ]- P (1.5) Ý Œà ]-P . 3 -ô]-P à ) W -Ù ]-P fiG, &Æ Ł OÃ9Ðó ϕi ÝóCÄ6Ť Ţì » £4f ˝ :

(1) Ã9ÐóÝSS W Î 3 -ô^-ô , õ-ô/óãnð=ˇÐó (piecewise

linear) , ňvŁ O3 -ô^-ô Ä6=ˇ.

(2) Ã9ÐóÄ6ÎÈ£â (smooth) , ňvÎ3 ?ŐÐó (test function) H^1_0 è /

(ie.H^1_0 (Ω) = {u ∈ H^1(Ω)|u(0) = u(l) = 0}, where Ω = (0, l)).

1-3 Œî Poisson ]-P

ĺ 3 & Æ Ą ÊOãŒÐó u ÿ»ŤŢ − d^2u dx^2 = f(x), 0 < x < l C\ & f ˝ u(0) = α , u(l) = β. &Æ ť › à uh(x) ĳč Ň ÎáËÑŁ u(x), Ć u(x) b ì» fil P u ≈ u_h = N∑ i=1 u_i ϕ_i, (1.6)

Íı-ôÃ9Ðó ‚ ϕi, & Æ óC ϕi ‚ Œ$aPÐó, vEÞ; F -ô N = 2 (i.e.

x_0 = 0 ^ x_1 = l ) . Îá; F Â ‚ u_i, i = 1, 2. &Æ 3 -ô9Œů g Ą Êüffl \ & f

˝ , Ć 3 à ) -«fią–ffi|Ą Ê. & Æ Þ : Õ-ô]-P Ý0ŇÄ-ıžŇ ĺ Ł Q\

& f ˝ .

žà Galerkin ãJõ]-P (1.3) , &Æ ßÕ ∫_{x2} x1 ( d^2u dx^2 + f(x)) ϕ_i (x) dx = 0, i = 1, 2, (1.7)

Íı x1 õ x2 Îa-ôÝÐ;F fi2ý. &Æ E uh Ý0ó4ő 5IŤ5, ßÕ ϕ_i du_h dx |^{x2}_{x1} − ∫_{x2} x1 du_h dx dϕ_i dx dx + ∫_{x2} x1 f(x)ϕ_i dx = 0, i = 1, 2. (1.8)

£ à uh ÝfflL, & Æ áĳ du_h dx = N∑ i=1 dϕ_i dx u_i = [ dϕ_i dx ]{u_i}^{(e)} Íı {ui}^{(e)} ÎÎáó ui XȷW ÝŢ ’ „. . h Galerkin ãJŐ W ∫_{x2} x1 [ dϕ_j dx ] dϕ_i dx dx {u_j }^{(e)} = ϕ_i du_h dx |^{x2}_{x1} + ∫_{x2} x1 f(x) u_h (x) dx i = 1, 2. (1.9)

]- P §W\ fiÏ Œ4Ç ‚ -ôfiŁ Q\ & f ˝ . Ň Õ Ł Q \ & f ˝ İ|ßÕ ϕ_i du_h dx |^{x2}_{x1} = ϕ_1(x_2) du_h dx (x_2) − ϕ_1(x_1) du_h dx (x_1) = − du_h dx (x_1), i = 1, ϕ_i du_h dx |^{x2}_{x1} = ϕ_2(x_2) du_h dx (x_2) − ϕ_2(x_1) du_h dx (x_1) = du_h dx (x_2), i = 2.

Íı&Æ à ϕi ÝÐF Â x1, x2. -ô]-P ‚ ( K_{11} K_{12} K_{21} K_{22} )_{(e)}( u_1 u_2 )_{(e)} = ( −^{duh}_{dx} (x_1) du_h dx (x_2) )_{(e)} + ( F_1 F_2 )_{(e)} (1.10) Íı [K]^{(e)} = ∫_{x2} x1 (_{dϕ1} dx dϕ1 dx dϕ1 dx dϕ2 dx dϕ2 dx dϕ1 dx dϕ2 dx dϕ2 dx ) dx, [F ]^{(e)} = ∫_{x2} x1 ( fϕ_1 fϕ_2 ) dx. 9 à ]-P àŰ ÝÞF a-ôÝŢ ‚ . ]- P (1.10) ÊàyÞ; F -ô. E N ; F - ôÍMżÎ8 ! Ý, ň i = 1, 2, . . . , N. N ;F -ôfiÎpŚâ A ]-P (1.10) Ý4, ň b ?9 ÝŢ C» 1ĂÍ N Í -ôÝ]-P . à ) -ô]-P ‘6Ą ÊŁ Q\ & f ˝ . 3 Îp à ) Ä-ıŁ Q\ & f ˝ duh/dx 43 OŁă¡ÝXb /; F ž!8 nŔ, yì3

F 0 TF l ÝŁ Q\ & f ˝ . A ŇÐF fi u Â ‹ffĳffl, ż A u(0) = α, čĆ du/dx ‚ Îá, A Ň du(0)/dx ‹ĳffl, čĆ u(0) ‚ Îá.

9Í ż~ı& Æ : Õ5IŤ5 b ËÍ ě Ł ÝŊ Ś : Ï Œÿÿ \ & f ˝ ő SS[Ň, Ï ÞÿÞÎp [K]^{(e)} ıŤ5P Ýt{$0ół ‚ 1 $. A h »ń Ðóľ6Ł 1b ÐóÂ ß =ˇ, Ć 6 Ł 1b Ðó E č Ý=ˇ. 1-4 -ôÝ à )

qAîŒ;& Æ XDąÝ, NŒ Í -ôıÝÃ9KÎãaPÐóX à W , ˚ ŒÍ - ôž b Ë Í ; F , X|EyNŒÍ -ôţžb ËÍ ]-P , A ì:

k^{(e)}_{11} u^{(e)}_1 + k^{(e)}_{12} u^{(e)}_2 = f^{(e)}_1

k^{(e)}_{21} u^{(e)}_1 + k^{(e)}_{22} u^{(e)}_2 = f^{(e)}_2

} (1.11)

(1.11) Ý k ^ (1.10) Ý K Œø, Gï|Œ Í -ôĳ : , ąïÎ|Œ Í Ã9Ðóĳ : .

n yìý 1 õ 2 Î-ôÝÐ;F ¯I_r, żA &Æ 0ŒÍ -ôÎ+3 6 õ 7 fi , č Ć u^e_1 ţĆ“ u6, u^e_2 ţĆ“ u7 &Æ Ą ÊŒÍ N − 1 Í -ô, õ N Í ;F Ýă¡, 9Ć“ Ý b N Í Ł ãŮÝ N à ]-P , X|& Æ İ|CŇŒÍ N × N Ýâ ŮÎp (stiffness

matrix), õŒÍ N × 1 Ýţá’ „ (load vector).

Q Ć -ôÎpİÚ ‚ J Í - Ù ÝI ¯ Îp, Ey Ï Œ Í -ô, ÿÎ+ 3 F x1 õ F

x_2 fi , qA (1.11) k^1_1u_1 + k^1_2u_2 = f^1_1

k^1_{21}u_1 + k^1_{22}u_2 = f^1_2

&Æ Þ9Ëà ]-P ŔáyŒ Í àŰ JÍ ă¡Ý N × N ÎpıÝ Ï Œ » õÏ Þ» .

# ìĳ& Æ ţ ˇ : Ï Þ Í -ô, ÿÝ; F +y Ï Þ Í -ô^ Ï ë Í -ôfi , qA

(1.11) & Æ ßÕË Í ]- P , 5 ¡ Ŕ 3 GŒ Í ]- à Ý Ï Þ » ^Ï ë » , JË Í -ë Í

;F &Æ À” b ëÍ ]- P ,_{k1}

11u_1+ = f^1_1

k^1_{21}u_1 + (k^1_{22} + k^2_{11})u_2 + k^2_{12}u_3 = f^1_2 + f^2_1

k^2_1u_2 + k^2_2u_3 = f^2_2

A Ň&Æ ţ ˇ˛ğ JÍ ă¡/Ý N − 1 Í -, &Æ ţžßÕ N Í ]-P , A Ň&Æ .9 N Í ]-P “‚

K̃_{11} K_{12} 0 0 . . . 0 0 K_{21} K_{22} K_{23} 0 . . . 0 0 0 K_{32} K_{33} K_{34} . . . 0 0 0 0 K_{43} K_{44} . . . 0 0 · · · · . . . · · 0 0 0 0 . . . K_{N−1,N−1} K_{N−1,N} 0 0 0 0 . . . K_{N−1,N} K̃_{NN} u_1 u_2 u_3 u_4 · · · u_{N−1} u_N

=

F̃_1 F_2 F_3 F_4 · · · F_{N−1} F̃_N

(1.12)

Ć N × N ÎpÎã

k^1_1 k^1_2 0 0 . . . 0 0 k^1_{21} k^1_{22} + k^2_{11} k^2_{12} 0 . . . 0 0 0 k^2_1 k^2_2 + k^3_{11} k^3_{12} . . . 0 0 0 0 k^3_{21} k^3_{22} + k^4_{11} . . . 0 0 · · · · . . . · · 0 0 0 0 . . . k^{N−2}_{22} + k^{N−1}_{11} k^{N−1}_{12} 0 0 0 0 . . . k^{N−1}_{21} k^{N−1}_{22}

(1.13)

ĺš

F̃_1 F_2 F_3 · · · F_{N−1} F̃_N

= f^1_1 f^1_2 + f^2_1 f^2_2 + f^3_1 · · · f^{N−2}_2 + f^{N−1}_1 f^{N−1}_2

(1.14)

â ŮÎp (1.12) ÎŒ Í Ą ş Îp (sparse matrix), ňv 3 ÍżıÎŒEÌÎp (ÍąZ DąEÌő Þ ), ÎpÝ;ó K̃11 õ K̃NN , C Ř ţ’ „ (load vactor, 3 ˛-] ń Ć “;F Ýţ ě ) F̃1 õ F̃N ÎŒfflÝȷV, . ‚ &Æ ^Ą Ê\ & f ˝ , X|ÿÆ ÎŒffl P (Kij =^{∫ ℓ}_0 ϕi′ ϕj ′ dx õ Fi =^{∫ ℓ}_0 ϕi dx, i = 1, 2, . . . , N), & Æ Þ 3 ìŒ;Dą \

& f ˝ .

1-5 \ & f˝

Ą Ê|ìËË\ & f˝

1. Dirichlet Boundary Condition:

\ & f ˝ ȷ P ‚

u(0) = α, u(l) = β. (1.15)

X | ľ b N − 2 Í Î á ; F u2, u3, . . ., uN−1 y ì , X | (1.12) Ő ‚ Œ

(N − 2) × (N − 2) Îp

K_{22} K_{23} 0 . . . 0 0 0 K_{32} K_{33} K_{34} . . . 0 0 0 0 K_{43} K_{44} . . . 0 0 0 · · · · . . . · · 0 0 0 0 . . . K_{N−1,N−2} K_{N−1,N−1} u_2 u_3 u_4 · · · u_{N−1}

=

F_2 − K_{21}α F_3 F_4 · · · F_{N−1} − K_{N−1,N} β

(1.16)

õĺšË » “¿ x1 õ xN ÝB Ã ]-P_{K̃11α + K12u2 = f 1} 1 K_{N,N−1}u_{N−1} + K̃_{NN} β = f^{N−1}_2 } (1.17)

9ÿßâ ŮÎp (1.16) ÎŒİYÎp, X| (1.16) İ|Łß;F u2, u3, . . ., uN−1. ¯Q

(1.17) ôèžÝ b àÝčG, ¯ u_2 õ u_{N−1} ffŁŇĳ‘, J& Æ İ|ßÕśÝ \ & F ,

3 aPÃ9] ń , & Æ İ|| h v . ÕŇÍĂÝ ui Â .

2. Neumann Boundary Condition:

¯\ & f ˝ ‚

u^′(0) = γ_0, u^′(l) = γ_l. (1.18)

& Æ Ì (1.18) ‚ Neumann Boundary condition. Ć ŤŢ h \ & f ˝ Ý]- P & Æ Ì

‚ Neumann Problem. ;ð Neuman Problem m Ł fťĂ@ÝYg]- (governing equation), 3 ŒîÝ Poisson ]-P ı, Ł u řŒ, ôţÎ1Č A u ŤŢŒî Poisson

]- P õ (1.18), J u + c0 ôžÎŤŢ]-P ÝŁ. . ‚ (1.18) v ń yæ.-Ù îÝ] - P , ðó c0 8 ¯y â ŻžŻ (rigid motion,£É T I ż ), Č A &Æ Ŕ Ł ßÕřŒŁJ 9Í â ŻžŻÄ6ffŊÞ B Ű . h š& Æ ôİ|´ (1.12) ßÕÍÿÝb ğ -£»Ł, X | (1.12) ÝŁřŒ, X|Îp K ÎİYÝ.

qAG ń B Ű Ý â ŻžŻ& Æ Ä6 Ą ÊÍÿÝ . ô, & Æ » ˚ Ňĳffl f õ γ0,

γ_l, ÿ Æ fi Ä6Î 8 ffiÝ. Q Ć 3 Neumann Problem ÝŐ5ȷ P ì, & Æ ÎĲ0Œ u ∈ H^1(0, 1) ÿß ∫_l 0 u^′υ^′dx = ∫_l 0 f υ dx − γ_0 υ(0) + γ_l υ(l), ∀υ ∈ H^1. (1.19)

3 ŒîÝ Poisson ]- P ı, & Æ E]-P Ë\ ! ‘Ť5, İ|ßÕ − ∫_l 0 (u^′)^′dx = −[u^′|^l_0]

= u^′(0) − u^′(l) = γ_0 − γ_l = ∫_l 0 f(x)dx

(1.20)

X|&Æ ßÕ_{∫ l} 0 f(x)dx − γ_0 + γ_l = 0 (1.21) (1.19) Č A Ł ŁßřŒŁÝŢ, (1.21) E (1.19) ĳ1ÎÄŁ (necessary) f ˝ . & Æ |Î

ğ .îÝÌF ĳ : (1.21) ÝŢ, ÿţÎXÛÝJ¡P»„F Éffl§ (global conservation

law).

A Ň& Æ . (1.21) ő Þ Ò œ;, &Æ İ|ßÕ

F̃_1 + N−1∑ i=2 F_i + F̃_N = 0 (1.22)

‚ Ý– t* â ŻžŻ, &Æ İ|ĳffl˚ ŇŒÍ uh Ý;F Â uj (. ‚ ŁÎ8 EŁ, Ć Î ŰEŁ), ÿß uj = c0 (c0 Î˚ ŇÂ ). &Æ Č’ (1.12) P ı u1 = c0, J& Æ ßÕ

K_{22} K_{23} 0 . . . 0 0 0 K_{32} K_{33} K_{34} . . . 0 0 0 0 K_{43} K_{44} . . . 0 0 0 · · · · . . . · · 0 0 0 0 . . . K_{N,N−1} K̃_{N,N} u_2 u_3 u_4 · · · u_N

=

F_2 − K_{21}c_0 F_3 F_4 · · · f^{N−1}_2 + γ_l

(1.23)

õ_~

K_{11}c_0 + K_{12}u_2 = f^1_1 − γ_0 (1.24)

]- P (1.23) İ|ŁßřŒŁ u2, u3, . . . , uN . ;ð& Æ à # Č c0 = 0, J& Æ İ|ã

(1.23) T (1.24) Łß u_2. Â ßěŇÝÎ (1.22) 1J (1.23) õ (1.24) 8 ffi, ¯ (1.22) W ñ

, u_2 ! øİ|ff (1.24) XŁß.

1-6 Îpf ˝ ó^0-5Ů

ÃÍî b ğ -ôř.ŒŁ5]-ő Þ ż ð ‚ ŒŁÎpő Þ (ie. Ku = F , K Î stiff

matrix ,u Î u_i Ý Ţ ’ „, F Î load vactor). Q Ć àÌî, û ‚ Ku = F fiŁ u ÝŒ Í

»ń Ł, Ć vyõ’ „ r = F − Kû fi r Ĳˇ, Jń { ‖u − û‖ ôŁ Ĳˇ. ;ð9ÎA h , ÄØř@jî‘ðŇĺ Ý-Ù Q^b 9ËPš. A Ň&Æ ŔŁ ßÕťˇÝyõ’ „! ‘1b ã@Ý» ń Ł, 3 ŒfflÝ › ţì, & Æ Přţä-Ù fi£ ć ĳĳŇć ‘İ»sSS őÞ . QĆ ,&Æ İ|Ą ÊÎp K fif ˝ ó. fflğ 1.1

Čffl û ‚ Ku = F fi»ń Ł, K ‚ &ˇš Îp, v r ‚ û fiyõ’ „. JE˚ ŒP ó, ‖u − û‖ ≤ ‖K^{−1}‖‖r‖ v_{‖u − û‖} ‖u‖ ≤ ‖K‖‖K^{−1}‖ ‖r‖ ‖F ‖ , if u ≠ 0 and F ≠ 0. (1.25)

fflğ 1.1 ıÝĞP Â Ĺ ‖K‖‖K^{−1}‖, 9Ë Í „èžÝyõ’ „^»ń Łã@Ůfi Ý n =ĳý. &Æ E8 E0- ‖u − û‖/‖u‖ tŐůű, ňvãĞ P (1.25) áh 8 E 0-^ 8 Eyõ ‖r‖/‖F ‖ fi Ý ź č n ;Î ‖K‖‖K^{−1}‖. h » ń Łİ|ÿà ˚ ć ŒË -£ ÝPó; řŒÝ Ł OÎÿà‘Ł ˝“ Œl . fflL 1.2

&ˇš Îp K 8 EyPó ‖ · ‖ fif ˝ ó (condition number) ‚ κ(K) = ‖K‖‖K^{−1}‖, £ à9Ë Ð r, fflğ 1.1 ıÝĞP W ‚ ‖u − û‖ ≤ κ(K) ‖r‖ ‖K‖ ^_{‖u − û‖} ‖u‖ ≤ κ(K) ‖r‖ ‖F ‖ . Ey ˚ ć ŒÍ &ˇš Îp K |C ˚ ć ŒËPó ‖ · ‖, 1 = ‖I‖ = ‖K · K^{−1}‖ ≤ ‖K‖‖K^{−1}‖ = κ(K). A Ň κ(K) ê» 1, Îp K ţÎ Ţ ‚ Ĺ ? ÝÎp, Ì ‚ f ˝ Ĺ ? ÝÎp (well-condition

matrix); ¯ κ(K) G´y 1 ‘, Îp K ň&Ţ ‚ Ĺ? ÝÎp, Ì‚ ĳVÎp (ill-condition

matrix). h ˛fiŢ ‚ ÛćïyťˇÝyõ’ „Â Ĺ ŒÍ 8 TÝã@»ń Łfi8 EH “ P.

ğ ąî, 4 QÎpÝ f ˝ ó˝ “ ãXy h ÎpõÍYÎpÝPó, ň @jîYÎp fiŇ Õå ğ y^ 0-, Ć ^ÆŢ Ýã@Ů b n . A ŇXÆŢ ÝžÕâ b t Ż b [ã@ óC , JÎp K fi»ń f ˝ ó‚ h ÎpfiPóű |£ à t Ż óC ÕXßÕfi K Îp Ý» ń YÎpPó. @jî, h f ˝ óù^ Ň Õ K fiYÎp‘XàÝ]ř b n .

u & Æ Č’aP-Ù Ku = F fi» ń ŁÎ £ à t Ż ó C Ň Õ|C Gauss ŔĲřX OŇÝ, J& Æ İSSĂ(ćŇ Forsythe ^ Moler [1]): » ń Ł û fiyõ’ „ r ŤŢ ‖r‖ ≈ 10^{−t}‖K‖‖û‖. (1.26)

ã9Í »ń P , &Æ İ|ÄOÎp K ÝYÎp, ţİ|č Ň Ň| t Ż óC Ň ÕßÕfi @j f ˝ ó. ŕ@î, 9 Í »ń P Č’ Gauss ŔĲřıXb ÝóÂ žÕKÎ £ à t Ż ó C ÕĳÆŢ , ÄOyõ’ „XmÝžÕKÎ|Ô ź ãŮ (Ç 2t Ż óC ) ÕĳÆŢ . 9ËWřňžęŔH9 Ň ÕîÝŘ H, Ć vź tÝ&9 3 Ň Õyõ’ „‘ãy»ó8 3XťĲÝã@Ů. Ą Ê Ky = r. 9à aP-Ù , |Oæ t Ż ó C fi f ˝ ó κ(K) Ý» ń Â . ŕ@î, Ky = r fi»ń Ł ŷ ŤŢ ŷ ≈ K^{−1}r = K^{−1}(F − Kû) = K^{−1}F − K^{−1}Kû = u − û. (1.27) X| ŷ ‚ Oæ -Ù fi»ń Ł‘fi0- č Ň . ]- P (1.26) Â Ĺ ‖ŷ‖ ≈ ‖u − û‖ = ‖K^{−1}r‖ ≤ ‖K^{−1}‖‖r‖ ≈ ‖K^{−1}‖(10^{−t}‖K‖‖û‖) = 10^{−t}‖û‖κ(K) 9ŻŇÝ£ à Gauss ŔĲř^]–XàŰ Ý t ‚ óC lVfiÕOŁ Ku = F 9-Ù ‘, Xâ b Ý f ˝ ófi» ń Â : κ(K) = ‖ŷ‖ ‖û‖ 10^t. (1.28)

3 (1.27) P ı, &Æ àÕÝ ŷ ≈ u − û 9Í č Ň , Íı ŷ ‚ Ky = r 9Í -Ù Ý»ń

Ł. ´Żî, û + ŷ fæ »ń Ł û ?»ń y Ku = F 9à aP-Ù ÝŁ. ÿà9ËČ’] řÌ ‚ Ż Ć;Ĺ (iterative refinement T iterative improvement).

A Ň £ à t Ż ó C ÕTàh Ä-, Ć vČÿ κ∞(K) ≈ 10^q, J3 Ż Ć;Ĺ k g fi ą, ŁÝã@Ż ó´V ‚ t ^ k(t − q) ıfiťˇï. u h -Ù f ˝ Ĺ? , Œg TËg Ż Ć ţÞĳŇŁÎã@Ý. t&Îp K ĳV Ń κ∞(K) > 10^t, Í J3 ĳV-Ù î Îb İ» b Á´Ý;Ĺ. 3 h › ţì, Ň Õ‘T £ à?9 ÝÞŮ.

Œffl Ć Ő, Xb Ż ĆřÝ[ e>ŮK^ κ(K) b n ; κ œê» 1 (Ĺ ? ), J[ e>Ů œ".

Ï Þ a ø � P ő Þ ^bğ- ô ř

2-1 SŐ

b ğ -3 ŒîőÞ î´I5˛ğ Dirichlet, Neumann TÎ?˙ŒMÝ Mixed őÞ . ĺ 3 & Æ Żffl˘˚PÝ \ & f ˝ , ?Ő b ğ -ôř (/æÐó ‚ Œ$aP9 4 P ) 3 Œ î˘˚őÞ îÝ“ĺ , êÝ3 ÌDÎÍ õÿ3 Dirichlet őÞ îÝ“ĺ Œl . &Æ DąÝ Ðó b ËË, 5¡ ‚ 3 \ & î£â^£âÝ˘˚Ðó (˘˚ÐóİÚ ‚ ËÐ 8 # ÝÐ ó). &Æ Þ@ŹËïÝf ˝ óÎÍ õ&ø˚Pb ğ -Ýf ˝ ób Ĳ´Ý-š , ĺš&Æ ôÞDąÍ£âŮEy£»ŁÝÅ(žb 9 ´. 3 ąZĚ&Æ XàÝ-P C-P +/

‚ Matlab Ý+ř, 3 h › 1Ă.

2-2 x Ł ğ ą

ť › , & Æ áĳ¯ K ÎET Dirichlet őÞ Ýâ PÎp (stiffness matrix), ÿÝ f˝

ó (condition number) ğ ąîT Ó O(N^2) = O(h^{−2}) Ý W ff (ćå [2]). ĺ 3 & Æ ČD ąă Ω = (0, 1), ËÐ F 0 õ 1. Č N = 2^ℓ, Íı ℓ ÎØ Í ÑJó. u \ & f ˝ ‚

Dirichlet, Ć b ğ -Î5nŒ$9 4P . ŕ&Æ Þ Ω í 86W N Ğ5, Ì;F ‚ x_0 = 0,

x_1 = h, . . ., x_N = 1. ČET x_i ; F Â ‚ 1 Ć ETÍĂ x_{j≠i} ; F Â ‚ 0 ÝÃ9Ðó ‚

ϕ_i(x). čĆ 3 (2.1) P ıtĳ§ËÐÝÃ9Ðó, ôţÎ ϕ_0(x) õ ϕ_N (x), Þff 6 Ĳ (.

‚ ÿ Æ Ý;óÄ‚ 0). X| K Ý$ó ‚ N − 1.

ĺ 3 & Æ ľ Ą ÊtŊ ŐȷP ÝË F \ & Â ő Þ − u^{′′} = f, x ∈ Ω; u(0) = u(1) = 0.

(2.1) Č u_h(x) = N−1∑ i=1 u_iϕ_i(x)

Î‚ b ğ -Ł. JÎp K Ý-ôÎ K_{ij} = ∫_1 0 ϕ^′_i ϕ^′_j dx, 1 ≤ i, j ≤ N − 1. BÄ Ŋ ŐÝ Ň Õ, & Æ ßÕ K =^1_h diag(−1, 2, −1). & Æ ?ŹÿÝ f ˝ ó . ‚ Ýg )

Matlab Ý sparse matrix Ř» (ÿ»à# à cond ĳČ,æ . &Æ Þ 3 ąń Ł Õ ), & Æ

óC £ à 1-norm Ýf ˝ ófflL

κ(K) = ‖K‖_1‖K^{−1}‖_1. (2.2)

ĺš, 3 Łâ ŮÎp‘, qA FRIED 3 [2] ıèÕ b n f ˝ ó^ç}5vÝ´ˇb Œn ;D 3 , &Æ s ĺ

C_1h^{−2} ≤ κ(K) ≤ C_2h^{−2} (2.3)

C_1, C_2Îðó,ňv κ(K) = λ_{max} λ_{min} λ_{max} õ λ_{min} 5¡ ‚ Îp K Ýt´ľÇÂ (characteristic value) õtˇľÇÂ , 3 Œffl

Îp5Ůhı&Æ İ|0ÕČA Îp K ÎEÌÎp (symetric matrix) J (2.3) P W ñ. X| κ(K) ű |ç}´ˇÝ g ]ÞžÎŒffló. & Æ 3 # ìĳÝ@ŹŒ£ŔáDą.

qAî Ű fflLXĘÝ@Ź, XßÝŤŇ A ì:

N 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 κ(A) 12 40 144 544 2112 8320 33024 131584 525312 κ(A)/N^2 0.75 0.625 0.5625 0.5312 0.5156 0.5078 0.5039 0.5020 0.5010

&Æ ÌDÕ, @ŹÝŤŇ@@^ğ ąï?Œl .

A ŇÞ\ & f ˝ ;W ˘˚f ˝ , &Æ 3 Ą Êh őÞ ‘, . ‚ Ã9Ðó ϕ0(x) õ ϕN (x) »! ‘9 Ĳ (. ‚ ˘˚PÝn ;, ϕ0(x) õ ϕN (x) ËÐóť ˛8 =, Ú‚ ! ŒÃ9Ðó ). & Æ Č ϕ0(x) = ϕN (x), Ć ã ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕN−1(x) ‚ Ã9Ðó, 9‘ Î Î p K Ý$ó ‚ N, Ć ÃÍîÎp)Q ‚ (1.12) Ýȷ P , ľÄ§îŊõĳìŊ 9 Ý£

Í -ô. K Ý$óÎ N, Ć vÃÍîÿ)QÎ K =^1_h diag(−1, 2, −1) ÝȷV, ľÎęŔ Ý K1,N = −^1_h , õ KN,1 = −^1_h

K_{11} K_{12} 0 0 . . . 0 K_{1,N} K_{21} K_{22} K_{23} 0 . . . 0 0 0 K_{32} K_{33} K_{34} . . . 0 0 · · · · . . . · · K_{N,1} 0 0 0 . . . K_{N,N−1} K_{N,N} u_0 u_1 u_2 · · · u_{N−1}

=

F̃_0 F_1 F_2 · · · F̃_{N−1}

(2.4)

ň Î, 9øÝ K ŢQÎİYÝ. æ . Î K ÝX b » fiõ ‚ 0 ’ „. ÆÍ » ’ „ ‚ aP8 ţ (linear depend) fi’ „. CW 9 Í ĺ ¯Ý æ . Î, ˘˚P\ & f ˝ ÍŰ» řŒXfflŒf Ł‘ a. ĲŢQÝ, A Ň u1(x) ÎŒÍ Ð ) −u”(x) = f(x) Ý˘˚Ł, čĆ

u = u_1 + c ôÄQÎŒÍ Ð ) −u”(x) = f(x) Ý˘˚Ł. X|Îp K ÎŒÍ İYÎp

. X|&Æ Ä6!ŔŒ Í f ˝ , ;ð& Æ Ŕî_{∫ 1} 0 u_h dx = 1 (2.5)

9Í f ˝ . 9Í f ˝ 0ŇÝĞP Î_{N−1} ∑ i=1 u_i ∫_1 0 ϕ_i dx = N−1∑ i=1 hu_i = 1 (2.6).

( h Î! Ã9ÝťŮ) &Æ à9f ĞP Ć˝ æ Ðñ]- P ÝtąŒ f P ~: − 1 h u_0 − 1 h u_{N−2} + 2 h u_{N−1} = (f, ϕ_{N−1}) (2.7).

X|& Æ Żffl (2.5) P Ŕ| ğ Œ, Qą . 0Ň (2.6) P (Íı N − 1 F ; W N F ), ňvãĆ æ Ðñ]- P (2.7), X|Îp K $ó ‚ N, ÃÍîľ;ŐtąŒ » , Ő W

1 h (h^2, h^2, . . . , h^2). ĲĂŢ 2 , 9øÝÎp&ð£É. . ‚ ÿÝtąŒ» £{Î 0 ’ „

(¯ç}œ6œˇ‘). & Æ E9ȷ P ÝÎp Ň ÕÍ f ˝ óC f ˝ ó^5v F £]Ýf, XßÝŤŇA ì:

N 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 κ 65 257 1025 4097 16385 65537 262145 1048577 4194305 κ/N^2 4.0625 4.0156 4.0039 4.0010 4.0002 4.0001 4.0000 4.0000 4.0000

&Æ ÌDÕ, @ŹÝŤŇôÎ^ğ ąï?Œl . ň Î|ŰEÂ Ć Ő, ø˚f ˝ ìÝâ PÎ p, f Dirichlet f ˝ ìÝŁ û Ĳ 9 .

9ĚŁ ěŇ K ‹B „ ÎEÌÎp. ¯&Æ Ň Õf ˝ ó‘à# ÿà cond(K) 9Í ĳČÝŢ, čĆXßÝŤŇÞ: ŇĳÓ ĺ O(N^2) ÝW ff. 9T&Î. ‚ Matlab |t ´^tˇÎpľÇÂ Ýfżĳ¯Ęf ˝ ó.

Í@&Æ İ|ÞtąŒ» Ý h^2 É tÕ§Ð, ÆßÕŒÍ A îÝÎp, ň ÍtąŒ» Î^1_h (1, 1, . . . , 1). 9øÝÎpfť£Éß9 . E9ËȷP ÝÎp, Ęf ˝ ó@ŹŤŇA ì:

N 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 κ 5 20 80 320 1280 5120 20480 81920 327680 κ/N^2 0.3125 0.3125 0.3125 0.3125 0.3125 0.3125 0.3125 0.3125 0.3125

9Î Í &ðČSS{ůÝ@ŹŤŇ. |ŰEÂ Ć Ő, 9Ëfť£ÉÝÎp@@ßÕfťˇ Ýf ˝ ó.

2-3 0-5Ů

3 0-5Ů]ń , ÃÍî˚ ŒÐó u BÄ7ÅÕb ğ -è ıßÕŒ uh, Ć ‚ ÝO Ł uh &Æ .ÿETÕŒ Í ÎpQąĲOŁ û, 3 9Ä-¯ı7Å‘žCW Ï Œ g 0-, 3 ÎpŇ ÕıêCW ĺŒg 0-. &Æ .ŁŇĳÝ û ¯ő Ã9Ðó ϕ(x)i Ý;óßÕ£ »Ł uh. ĺš ‖u − uh‖ Ý0-&Æ TŇĄ Ê 3 H^1 ı, ň Î . ‚ H^1 ÝŇ Õťì, X| &Æ ;ðľĄ Ê3 L^2 è Ý0- ‖u − u_h‖ = ( ∫ Ω |u − u_h|^2dx) 1 2 (2.8)

# ¡&Æ Ę[ e>ŮÝ@Ź. &Æ ã f(x) = 1. Þ K ıÝ 1/h ű Õ§Ð, čĆ§Ð

’ „ÃÍîţÎ h(f, ϕ_i) = h ∫_1 0 ϕ_i(x) dx = h^2.

› E Dirichlet ő Þ Ę@Ź, ËŁÎ u(x) = 1 2 x(1 − x). ãy b ğ -ÝÃ9Ðó b /æPš (interpolatory), X|, ßÕÝ ’ „Ł ui ţÎ

u_h(x_i) ÝÂ (1 ≤ i ≤ N − 1). 3 9ř;F îİ|ÌDÍø[ eP (superconvergence). ô

ţÎ1, 3 Ã9ÐóĞy 1 Ý;F ˛ xi, uh(xi) &ðê»ËŁ u(xi). ŕ@î, 3 9ËŊ Ő ÝÏV, ğ ąî uh = uI; ôţÎ1, b ğ -ŁôţÎæ Â Ł. ðŋŢ1, uh(xi) = u(xi). &Æ |

‖u^h − u‖^2_s := N−1∑ i=1 |u^h(x_i) − u(x_i)|^2

ĳč Ň uh(x) 3 ; F ˛Ý[ e>Ů. @ŹŤŇ A ì:

N 8 16 32 64 128 256 512 1024 ‖u^h − u‖_s 10^{−16} 10^{−15} 10^{−14} 10^{−14} 10^{−13} 10^{−12} 10^{−11} 10^{−10}

İŇ9ř0-´ÃKÎã^ CW Ý. g) ÌD K Ýf ˝ ó, &Æ áĳf ˝ óÝŒÍ ĳ ó´ V 8 ¯y Ň ÕÂ ÝŒ Í ťĲÝb [ó C . X|9øÝ@ŹŤŇ&ð ) ğ .

Č ‖ · ‖ Ć“ Ω îÝ L^2-norm. čĆ, ø [ eP»ñÕJ Í è î. & Æ | 1024

Í F Â ĳà 0 uh(x) (5naPÐó) õ u(x), Qą| Ŋ ŐÝ V ȷó Â Ť5řĳ č Ň

‖u_h − u‖. ã@ŹŤŇ, & Æ İÌDÕ A ğ ąXč Ň Ý h^2 [ e>Ů:

N 8 16 32 64 128 256 512 N^2‖u_h − u‖ 0.0913 0.0913 0.0913 0.0913 0.0913 0.0911 0.0884

Í@, qÍÄĘ9Ë@Ź. . ‚ A Ň uh = uI , čĆ uh(x) Í@ţÎ u(x) ÝŒ$æ Â 9 4 P , Ć Í L^2 0-ÍŇÎ O(h^2).

A Ň f(x) = 1 ň Î!Ŕ f ˝ ŐW ˘˚f ˝ õ^{∫ 1}_0 u dx = 1, JËŁTŇÎ u(x) = − 1 2 x^2 + 1 2 x + 11 12 , x ∈ [0, 1] v˘˚‚ 1.

TÎ˚ ć Ý u(x − c), 0 < c < 1. ěŇ, h ŁÐó u(x) ň&£âÝ˘˚Ðó. Ń yâ PÎ p K, &Æ ãîŰ tąÝȷP ; ôţÎtąŒÍ » “ Î 1. &Æ Þ K Ý ” ! . ó 1/h ű Õ§Ð’ „, Æ§Ð ’ „TÎ h(f, ϕ_0) . . h(f, ϕ_{N−2}) 1/h = h^2 . . h^2 1/h N×1 . 3 9Í ßlfiì, ui TŇÎ uh(xi−1), Íı 1 ≤ i ≤ N. Ć uh(1) = uh(0) = u(1). b űÝ Î, &Æ sĺ , 9øĘŇĳÝb ğ -Ł uh(x) ł? Î u(x + h) Ý£»Ł. 9ň^b ë ; , ľÎ&Æ HĞK: Õ£âÝI5Ňĺ 3 Ω ı, X|ĘÝŒF Ł QÝŻő . &Æ Í Ň1 u = [u’ u(1)]; Ý, ň Î& Æ Í@Č

u = [u(N) u’];

. ‚ A Ň& Æ .ÕŇĳÝ ui Â Æ F 3 ËŁ u(x) Ýaî, & Æ žs ĺ u1 Î ´ Ï Œ Í

step size ffi»Ý, Ć &´ 0 F ffi», ê. ‚ Î˘˚ÐóÝn ;, X|&Æ ĘÝîŰ Ý˛ğ

, . uN ęÕ» ’ „ÝÏ Œ Í Ż ~.

h Ñ& Æ „ à! øÝ]řÌD ‖u^h − u‖s õ ‖u^h − u‖.

N 8 16 32 64 128 256 512 ‖u^h − u‖_s 3.91E-3 1.34E-3 4.67E-4 1.64E-4 5.78E-5 2.04E-5 7.20E-6 ‖u^h − u‖ 5.82E-4 1.46E-4 3.66E-5 9.27E-6 2.44E-6 7.20E-7 2.51E-7 N^2‖ · ‖ 3.73E-2 3.73E-2 3.74E-2 3.80E-2 4.00E-2 4.72E-2 6.59E-2

ø [ eÝ ĺ éŇÝ, L^2 ıţĄİŇ O(h^2) Ý>Ů, ň Îô # Ă@. & Æ Ŕ Ł áĳ, 9ÎÎ . ‚ u(x) £âXl œ?

‚ Ý%CŒ Í £âÝ˘˚Ðó, &Æ ó f(x) = 2π^2 cos(4πx). čĆËŁţÎ

u(x) = 1 + 1 8 cos(4πx), x ∈ [0, 1] v˘˚ ‚ 1.

TÎ˚ ć Ý u(x − c), 0 < c < 1. £ à Maple ÝQ Ã , &Æ ßÕ§Ð ’ „ÝŘ }Ňn.¯

1 ≤ i ≤ N − 1 ‘,

h(f, ϕ_i) = f_1(x)|^{xi}_{xi}�_1 − x_{i−1}f_2(x)|^{xi}_{xi}�_1 + x_{i+1}f_2(x)|^{xi+1}_{xi} − f_1(x)|^{xi+1}_{xi} ;

¯ i = 0 ‘,

h(f, ϕ_0) = f_1(x)|^1_{−h} − (1 − h)f_2(x)|^1_{−h} + hf_2(x)|^h_0 − f_1(x)|^h_0 .

Íı_{f1(x) = 1} 8 [cos(4πx) + 4πx sin(4πx)],

f_2(x) = π 2 sin(4πx). ţh }P , &Æ %CÝËÍ Matlab Ðó|Ň Õ f1(x) õ f2(x), ňv%C (ğ ąîP0- Ý) §Ð’ „ . ŁßÝ uh(x) fią, &Æ sĺ 9‘Î ţ^b £É Ýĺ é; óÂ Ł uh(x) : ĳţÎ u(x) Ý£». & Æ )QÌD ‖uh − u‖s õ ‖uh − u‖. N 8 16 32 64 128 256 512 ‖u^h − u‖_s 10^{−15} 10^{−15} 10^{−14} 10^{−14} 10^{−13} 10^{−13} 10^{−12} ‖u_h − u‖ 1.89E-2 4.91E-3 1.24E-3 3.11E-4 7.77E-5 1.94E-5 4.71E-6 N^2‖ · ‖ 1.21 1.26 1.27 1.27 1.27 1.27 1.23

h ÑêÆŇø [ eÝ ĺ é, Ć L^2 Ý[ e>ŮôĲĂŢ 2 Î O(h^2).

E˘˚Ðó Ć Ő, u(x) 3 (0, l) /£â È, 6 Ą Ê (0 − ϵ, l + ϵ) /Ý › ţ, . ‚ 9ø–ž . ‚ \ & îÝ; F 3 BÄÎpŻ ĆŇ Õą, Å(JÍ ă¡Ý;F Â , . Ć C W 0-.

Ï ë a ÜőÐó^ Galerkin Method

3-1 SŐ

3 1-2 ;& Æ èÕ u_h ÝÃ9Ðóİ|óC “ ¡PTÎ¯IPÝÐó, ÍaÞ+ Û

śÝ Galerkin Method, ŒËàŁ }Ðó (scaling function) ‚ Ã9Ýb ğ -ôř, &Æ T à Daubechies Ýë$Ł }Ðó‚ Ã9, ÿň Ìb Œfflb ğ -Ã9ÝĹ? Pš: =ˇP , İŁP^¯IP, ňvÌb ÑøP, ^9 ě ŁŮ (multrisolution) Ý»æ, &Æ qAÏ Þ aÝ]řĆá Ł }ÐóÃ9, fť Ł }Ðó^F Ù b ğ -Ã9 3 ˘˚Pő Þ îÝ- š , &Æ fťÝÐóôA ! GŒa, 5¡ ‚ \ & £â^£âÐó. ‚ O2£^ĹÌ, &Æ ÿ à8 ! Ý f (load vector), : : 3 £»Ýã@Ůõf ˝ ó (Ň ÕŘÓ Ů) îÝ-¡ . ‚ 3-6 ;Ý Wavelet-Galerkin Method ĘÚŋ.

Ï Þ;+Û Œř&Æ ÞÿàÝŁ }ÐóÃÍPš, 3 9&Æ ĲSSĂÿÝPšõã ĳ, b ůűÝŢŽć Ą Œffl Daubechies, Cohen, ...ĞSSÝ¡ő , Ěń b Ŋ Þ 1Ă^SSĂ.

3-2 9 ě Ł5Ů

&Æ qA 2-2 ;XĘÝŒî Poisson ]- P ÝMż, .ËŁ u 7ÅÕ| Ł }Ðó‚ Ã9Ýè î, ň. 0â ŮÎp K ÝÃÍȷ P .

&Æ Čfflă¡ Ω = (0, 1), ! øÝ&Æ ľ Ą ÊtŊ ŐÝ\ & Â őÞ − u^{′′}(x) = f(x), x ∈ Ω, u(0) = u(1) = 0.

(3.1) Č u_h(x) = N−1∑ m=0 u_i ϕ_{j,m} (3.2) Î‚ b ğ -Ł.

îP ıÝ f ÎŒÍ İŐŻÝÐó, 3 ìË;&Æ ôÞĆá\ & £âPÐó^\ & £âPÐó, ^F Ù | shape ‚ Ã9Ý b ğ - ő fť, 9Œ;& Æ Þ › . 0Œffl P , 3

(3.2) ıÝ ϕ_{j,m}(x) &Æ Żffl Daubechies ÝŁ }Ðó, Í“¿Ňď ‚ ϕ_{j,m}(x) = 2^{j2} ϕ(2^j x − m), j, m ∈ Z j Ć“ËŁ k ő Ò œ; Ć ő 7ÅX 3 Ýůó (leval), m JÎ ϕ(2^j x) Ý£ É „, 9 Ě& Æ + Û Œì Ł }ÐóÝPš, ôfťŒìËËÃ9Ðó (shape function õ scaling

function) Ý-š P, ’ V_j ÎŒH L^2(R) Ý~è vŤŢ|ì f ˝ : (1) · · · ⊂ V_{−1} ⊂ V_0 ⊂ V_1 ⊂ · · · (2) ∪^∞_{j=−∞}V_j 3 L^2(R) ı4Û. (3) ∩^∞_{j=−∞}V_j = {∅} (4) u(x) ∈ V_j ⇔ u(2x) ∈ V_{j+1} (5) u(x) ∈ V_j ⇔ u(x − m) ∈ V_j ã|îÝ" Í f ˝ , & Æ İá9řè İ|fflLŒ Í ´ u ∈ L^2(R) Õ Vj Ý7ÅÕ ~ (othogonal projection) Pj . ´ (2) ÝP ~İßá :

lim_{j→∞} P_j u = u, for u ∈ L^2(R).

9ĚŁ 1ĂÝÎ, (2) 9Í P ~ ∪^∞_{j=−∞}Vj GG4Û3 L^2(R), ÎĞyÿ, v9[ eÎE Pó [ e, ÎF [ e. ´ (3) & Æ á lim j→−∞ P_j u = 0, for u ∈ L^2(R).

E (4) 9Pš b Ĳ ? ÝTà, ÿ Þ ů^Õ ů b ØË n ;, İBãØË Ŋ ŐÝžÕ ´ Þ ů ßÕ Õ ůÝ7Å.

A Ň ϕ ∈ L^2(R) , vŤŢ (1) Ń (5) Ýf ˝ , &Æ Ì ϕ SSW ŒÍ 9 ě Ł5Ů (MRA).

´ 9 ě Ł5Ůf ˝ (4), (5)ı&Æ : Õ Ł }ÐóÝłź^£É ŐP, QĆ , Ey9

ě Ł5ŮÃ9Ý Ł O, Č A & Æ óCÃ9Ðó ϕ(t) 3 V0 Ě, J ϕ(t) ÞžõÿÝ£ É

ϕ(t − k) !8 Ñø(kà), ňvEy V_0 ĳ1 ϕ(t) ^ ϕ(t − k) žÎÿÝŒà ŐŻ ÑøÃ9

, ĺš, ¯Ðó ϕ(t − k) Î V0 ÝÑøÃ9‘, ÿÝ rescaled function^√2ϕ(2t − k) ÞÎ V1 ÝÑøÃ9, ! ğ rescaled ÕÏ j ů‘, ϕ(2^j − k) İff 2^{j/2} ŐŻ ;‚ Ï j ůÝÃ9Ðó.

1Õ9Ě, &Æ sĺ ^F Ù shape function b &9 ! Ý2 ], 3 ç}SSW ] ń , Œ ffl shape function Ýç}´ˇÎSS ‚ 6vÝ, ^ÐóÍŰ^ b n ;, ň Î Ł }ÐóÃ9 ç}Ý´ˇQńÐóÍŰ b Ĳ´Ý n ;, ÿãXyÐó scale Ý´ˇ, ôţÎ1ÿİ| à # ´ Ðó 2^j ıÝ j ĳ ffl Œç}´ˇ, Č’& Æ à Ï 4 ůĳ : , & Æ . Ω 6 W 16 s

(2^4 = 16), ňv 3 ÐóĚ& Æ ţİ|à # ¿ \ ç}óÝ9 >. ĺš´ Ã9ÐóÝ Í ó]

ń ĳ: , 3 FÙ b ğ -ôřı&Æ › Xffl6v-ôÝ9 >, „ XfflNŒ-ô/Ý;F óê , Qą„ Xfflà9 K$Ý/æ9 4P ĳ£»3 -ô/ÝËŁ, Œfflb ğ --ô/Xâ Ã9 Í ó^XàÝÐó9 4P $ób n , . ‚ ÿà Lagrange æÂ 9 4P (Ã9ÐóȷÏř Œ), X|Í ó^-ô/5v;F b n , ú§ŒF : b ğ -Ý-ôÍ ó^;F Í ó8 Ğ.

Ł }ÐóÎŒËİ|ffŁ ‚ÝŹź^£É X"ffiÝÐó, ôţÎŒ Í Ã9Ðóţİ |"ffiJÍ è , X| Ł }ÐóÃ93 -ô/Ý Í ó^XóãÝÐó$ób n , Ć Ł } Ðóê^ËŁXâ Ý 9 4 P b n , . ‚ ∫ x^mψ(x)dx = 0, m = 0, 1, · · · , p − 1. (3.3) Í P Ć“ Ü őÐó ψ(x) ÝŔťÎ (vanish moment), Íı p Ć“ Ł }ÐóXàÝ$ó, . ‚ $óffl ŒÝÐóÝťŮ (support), X|¯Ðó£ É ‘, NŒ Í -ô/Þb ÐóťŮ ÝÍ ó;Ä (Ã9ÐóȷÏ1źřŒ). ^Œfflb ğ -t´! Î;F Í ó^-ôÍ óľ -Œ Ć ‹ (ôţÎ;F ^X5vă¡Ýn ;).

&Æ ?˙ŒM5Ů Vj ^ÍÿůÝn ;, Č’ Vj ^ Vj+1 ÎŒà Õ Þ ůÝn ;, J& Æ fflL Wj ÎVj 3 Vj+1 ůÝÑøĆ/) (orthogonal complement) ôţÎ

V_{j+1} = V_j ⊕ W_j ,

JtKD 3 Œà Ã9 ψ(x) ∈ W0, ÿß ψ(x − k), k ∈ Z )‚ W0 ÝÃ9, JÐó ψ(x) Ì

‚ Ü őÐó (wavelet function), fflL ψ_{j,k} = 2^{j2} ψ(2^j x − k), j, k ∈ Z &Æ Jğ Œì, Č ck, dk ÎŁ }Ðó^Ü őÐóÝ Ł };ó (scaling coefficient), J ϕ_{j−1,k} = ∑ k∈Z c_k ϕ_{j,k}(x) ψ_{j−1,k} = ∑ k∈Z d_k ϕ_{j,k}(x) (3.4)

ãÜ őÐó^ Ł }ÐóX"ffiÝè ı, &Æ b Ëà ÑøÃ9 B, B^′

B^′ = (ϕ_{J,k})_k, B = ∪_{j<J} (ψ_{j,k})_k. 9Œa& Æ › | ϕ ĳ¯ b ğ -ÝÃ9 , 3 ìŒa& Æ –S˙ FWT (fast wavelt

transform) ]ř.| Ł }ÐóCŇÝ â ŮÎp">ż ð ‚ | Ü őÐó ψ ‚ xÝ â ŮÎ

p, QąfťÍf ˝ ó^£»»æ. 3-3 ăŮîÝ˘˚Ü őÃ9

TàÜ ő]ř3 Tă ÝŁ5]-, &Æ Ä6ŸxŒÍ ŐŻ ÑøÝÃ9Ðó3 T‘ a Γ ∈ R^2, ìń B Ű Ý ”úĲ ˘˚P (brutal periodization)” ŐŻ ÑøÃ93 Dorobantu ÝąZ [4] b ŊÞ Ý+Û .

Č’ ϕ õ ψ ÝťŮøÄ Γ ÝffŮ, &Æ àÏ j0 ůÝMŮ (scaled version) ĳ: ÿ Æ , J ϕ ^ ψ Ő‚ 2^j0^{/2}ϕ(2^j0 x) õ 2^j0^{/2}ψ(2^j0 x). ]-RŇ, & Æ Ą Êă I0 = [0, 1]. & Æ ľ Ł 1źX b ÐóťŮKŚ â 3 I0 Ý9řÃ9Ðó, ČA ϕj,k 9Í ÐóÝťŮøÄ Ý I0 Ýĳ\ , J ϕj,k ŔťÝI5 â ? ^ ϕ_{j,k+2}j 3 I0 §\ ŔťÝ I5 8 ! Ù ) , .9 ËÐóŔ 3 ŒRõE I0 ĳ ğ ŒĂÆ Ýõ, &ð Ŋ Őţİ|: ŇśÝÐóŒøõÍÿÃ 9ÐóÑø, ôţQŤŢ two-scale (3.4) Ýn ; (Û: (3.4) Î">Ü őż ð (FWT) Ýn

" ), . h , &Æ .˘˚;Ý ϕ_{j,k} õ ψ_{j,k} ÝÐófflL‚ ϕ̃_{j,k}, ψ̃_{j,k} (3 3-5 ;ı&Æ žŻÍ

˘˚PÝż~).

Theorem 3.1

ϕ̃_{j,k} and ψ̃_{j,k} defined above form an orthonormal basis in L2(I_0). For each j ≥ 0 they generate a sequence of subspace W̃_j and W̃_j such that Ṽ_{j+1} = Ṽ_j + W̃_j , Ṽ_j ⊥ W̃_j , ∪∞_{−∞}Ṽ_j = L^2(I_0).

Let f be the periodic extension to the whole real axis of f̃ ∈ L^2(I_0), then ⟨f, ϕ_{j,k}⟩ = ⟨f̃ , ϕ̃_{j,k}⟩, ⟨f, ψ_{j,k} ⟩ = ⟨f̃ , ψ̃_{j,k}⟩, (3.5)

The proof can be found in [4].

(3.4) Œ å& Æ f̃ ∈ L^2(I_0) Ý Ü ő5Łİ|Ú ‚ ÐóťŮ^ I_0 8 øÝÐó f ÝÃ

Í Ü ő5Ł, qAî Ű & Æ fflLŒ Í Â ‚ ψ̃j,k ÝŔťÎ (vanish moment), (@jî ψ̃j,k Ğy ψj,k ). ´ ĺ 3 R&Æ Ł à ”∼” 9Í Ð r, &Æ ÌXb Ý˘˚;Ã9‚ Ü őÃ9.

è H^s(R) ÎãPf ˝ Ã9 ψj.k Xx W Ý, ôţÎ1D 3 Œ Í Ðó f ∈ H^s(R) ÿ ß f İ|ã Ü őÐóű îŒ à ľÇ;óX"Ň,

Lemma 3.2

Let f = ∑ j,k⟨f, ψ_{j.k} ⟩ψ_{j,k} . Then f ∈ H^s(R) if and only if ∑ j,k|⟨f, ψ_{j,k} ⟩|^2(1 + 4^{js}) < +∞, −r < s < r where r is regularity of MRA .

9 Í J Ă& Æ İ| 3 Meyer Ýh [5] ıİ|0Õ . h š, ¯ {ψj,k} ÎŒ Í H^s(R) Ý Riesz Ã9, & Æ ôžb

C_1 ∑ j,k|⟨f, ψ_{j,k} ⟩|^2(1 + 4^{js}) ≤ ‖f‖^2_Hs ≤ C_2 ∑ j,k|⟨f, ψ_{j,k} ⟩|^2(1 + 4^{js}), (3.6) ! øÝ&Æ İ| „ |˘˚P Ü őÃ9‚ xÝè H^s(I0) ıßÕ 8 ! ÝŤŇ.

Theorem 3.3

The characterization of Sobolev space H^s(I_0) by means of wavelet coefficient is f̃ ∈ H^s(R) iff ∑ j,k| < f, ψ_{j,k} > |^2(1 + 4^{js}) ≤ +∞, s ≥ 0 (3.7)

for s < r.

3-4 Scaling-Galerkin ř

qAGń B Ű ÝÄ-, &Æ Č’Ðó7ÅÕÏ j ůÝè , J& Æ .J Í ă 5v

W 2^j să (-ô), óffl F x_0, x_1, · · · , x_2j_{−1}, ÿ

0 = x_0 < x_1 < x_2 < · · · < x_2j_{−2} < x_2j_{−1} = 1,

EyNŒ Í i = 0, 1, 2, . . .,2^j − 1. Č hi = xi+1 − xi, qA 3-2 ;& Æ ßÕŒ« » Ã9Ð ó, 5¡ ‚ ϕj,0, ϕj,1, . . . , ϕ_{j,2}j_{−1}. žà Galerkin ]ř, & Æ . (3.1) P ű î Ł }Ðó ϕj,n(x) ĳ ő ‚ ]- P Ý test

function , ňE]-P Ť5, ßÕ

∫_1 0 ( d^2u dx^2 + f(x)) ϕ_{j,n}(x) dx = 0, 0 ≤ n ≤ N − 1, (3.8) Íı 0 õ 1 Îă¡ Ω ÝËÐF . &Æ E uh Ý0ó4 ő 5IŤ5, ßÕ ϕ_{j,n} du_h dx |^1_0 −

∫_1 0 du_h dx dϕ_{j,n} dx dx + ∫_1 0 f(x) ϕ_{j,n} dx = 0, 0 ≤ n ≤ N − 1. (3.9) £ à (3.2) uh ÝfflL, & Æ áĳ du_h dx = N−1∑ m=0 dϕ_{j,m} dx u_m = N−1∑ m=0 u_m 2^{3j2} ϕ^′(2^j x − m), (3.10)

9Ě Ł 1ĂŒ ˝ ŕ, ϕ ÝŁ5ôŤŢ Ł }ĞP ,

ϕ^{(s)}_{j,m}(x) = 2^{j2} ϕ^{(s)}(2^j x − m) j, m ∈ Z

9Ěİ|ćĄ Ř ĹRÝąZ [6]. . (3.10) P Ćá (3.8) P , ßÕ

2^{3j} N−1∑ m=0 ∫ Ω^{(e)} ϕ^′_{j,m} ϕ^′_{j,n} dx u_m = 2^{2j} N−1∑ m=0 ϕ_{j,n} ϕ^′_{j,m} u_m|^1_0 + 2^{j2} ∫ Ω^{(e)} f(x) ϕ_{j,n} dx, tą.ĳ§Ë \ ! t 2^{j/2}, ßÕ

2^{5j2} N−1∑ m=0 ∫ Ω^{(e)} ϕ^′_{j,m}ϕ^′_{j,n} dx u_m = 2^{3j2} N−1∑ m=0 ϕ_{j,n} ϕ^′_{j,m} u_m|^l_0 + ∫ Ω^{(e)} f(x) ϕ_{j,n} dx. (3.11) ]-P (3.11) §W\ Ï Œ4‚ b ğ -Ý Ł Q\ & f ˝ , & Æ : ϕj,n ϕ^′_{j,m} 9Œ4, . ‚˘ ˚PÝn ;(˘˚PÐóİÚ‚ 3 ă /ÝÐóňÄ\ & ą3 ă ĺŒ \ ĆîňÄ\ & ąÝÐó), X|ňÄ 0 õ 1 9ËÐF ÝÃ9Ðó ‚ ! Œ Í , 9Œ43 ]-P ıÎ! 8 nŔ * Ý.

tą& Æ ßÕ

2^{5j2} N−1∑ m=0 { ∫ Ω^{(e)} ϕ^′_{j,m} ϕ^′_{j,n}} dx u_m = ∫ Ω^{(e)} f(x) ϕ_{j,n} dx, 0 ≤ n ≤ N − 1. (3.12) ÃÍî, A Ň&Æ ÝàÝÃ9ÐóÎ N 4ÝŢ, â ŮÎp K “‚

k_{m+1,n+1} = ∫ Ω^{(e)} ϕ^′_{j,m} ϕ^′_{j,n} dx, 0 ≤ m, n ≤ N − 1. Ř ţ ’ „ F “‚

f_n = ∫ Ω^{(e)} f(x) ϕ_{j,n} dx, 0 ≤ n ≤ N − 1 Ω(e) Ć“3 ØŒ Í -ôÝPŽ.

3-5 Îp-ôŇ Õ

QĆ ϕ(x) 3 Ï j ůÝťŮ ‚

supp ϕ(2^j − m) = [ m 2^j , m + 5 2^j ], & Æ Ä6ÕŇ 3 Ω ĚÝX b Ã9 Í ó , . ‚ Ï j ůÝÃ9ťŮ [^m_2j ,^{m+5}_2j ] ń ‹J Í

Ω = (0, 1), fťË \ ßÕ

(0, 1) = [ m 2^j , m + 5 2^j

], ÿß 0 =^m_{2j} ^ ℓ =^{m + 5}_{2j} .

. ‚ m 2^j = 0 X| m = 0, ê m+5 2^j = 1 X| m = 2

j − 5, ê. ë$˘˚PŁ }Ðób řÍ

ňÄ\ & ÝÃ9Ðó, X| m ÝÀó ‚ 2^j (. ‚ m = 2^j − 5 + 4 + 1). X|â ŮÎp K ^ F “‚ K_{mn} = ∫ m+5_{2j} m 2j ϕ^′_{j,m}ϕ^′_{j,n}dx,

F_n = ∫ m+5_{2j} m 2j f(x)ϕ_{j,n}dx, m, n / ˇyĞy 2^j . E Ł }ÐóŤ5‘&Æ 6ő ŐóŐð. Ï j ůż ðĳÏ 0 ůĳŤ

5 (. ‚ ! ůÝŤ5 Â ľ-ÝŒÍ ðó4), &Æ ßÕ ∫ m+5_{2j} m 2j ϕ^′(2^j x − m)ϕ^′(2^j x − n)dx = 1 2^j

∫_5 0 ϕ^′(y)ϕ^′(y + k)dy, ∫ m+5_{2j} m 2j f(x)ϕ(2^j x − n)dx = 1 2^j

∫_5 0 f( y + m 2^j )ϕ(y + k)dy, îP ı k = m − n &Æ Ć/ (3.8) P ı

2^{5j2} N−1∑ m=0 { ∫_5 0 ϕ^′(y)ϕ^′(y + k) dy} u_m = ∫_5 0 f(y + k) ϕ(y) dy, 0 ≤ n ≤ N − 1. &Æ .ĳ P Ý;ó 2^{5j}2 tÕ§\ , ßÕ N−1∑ m=0 { ∫_5 0 ϕ^′(y)ϕ^′(y + k)dy}u_m = 2 �5j_2 ∫^5 0 f(y + k) ϕ(y)dy, 0 ≤ n ≤ N − 1. (3.13) 3 9&Æ áĳ N = 2^j â ŮÎp K Ý-ôÎ

k_{m+1,n+1} =

∫_5 0 ϕ^′(y)ϕ^′(y + k)dy, 0 ≤ m, n ≤ N − 1. (3.14) Ř ţ ’ „ F Ý-ô‚

f_{n+1} = 2

�5j_2 ∫^5 0 f(y + k)ϕ(y)dy, 0 ≤ n ≤ N − 1 (3.15) îP ı k = m − n.

ã (3.13) XŻÝ-Ù ȷW ŒÍ 2^j × 2^j ÝEÌÎp-Ù , qAGŒ;Îp K Ý&ë -ô“‚

k_{m+1,m+1} =

∫_1 0 ϕ^′(2^j x − m)ϕ^′(2^j x − m)dx = ∫ m+5_{2j} m 2j ϕ^′(2^j x − m)ϕ^′(2^j x − m)dx

= 1 2^j

∫_5 0 ϕ^′(y)ϕ^′(y)dy EyNŒ Í m = 0, 1, 2, . . . , 2^j -1.

k_{m+1,m+2} =

∫_1 0 ϕ^′(2^j x − m)ϕ^′(2^j x − (m + 1))dx = ∫ m+5_{2j} m 2j ϕ^′(2^j x − m)ϕ^′(2^j x − (m + 1))dx

= 1 2^j

∫_5 0 ϕ^′(y)ϕ^′(y − 1)dy = 1 2^j

∫_5 1 ϕ^′(y)ϕ^′(y − 1)dy = k_{m+2,m+1} E y N Œ Í m = 0, 1, . . . , 2^j -2. ! ğ & Æ İ | ß Õ km+1,m+3 =

k_{m+3,m+1} (m = 0, 1, 2, . . . , 2^j -3), k_{m+1,m+4} = k_{m+4,m+1} (m = 0, 1, 2, . . . , 2^j -4),

k_{m+1,m+5} = k_{m+5,m+1} (m = 0, 1, 2, . . . , 2^j -5).

|î9ř-ôÝÃ9˝“ K3 ă¡ Ω = (0, 1) /, ň^b ňÄ\ & Ý› ȷŇĺ , ň Î . ‚ ˘˚PÝ n ;, X b 3 \ & îž b ř Í Ã9ÐóňÄ \ & (9Î . ‚ Daubcheies ë$ Ł }Ðó, X|ťŮ ( support) Î 5 (2P − 1 = 2 × 3 − 1), 9 4 Í 5 ¡ ÎR» F ‚

2^j -4, 2^j -3, 2^j -2, 2^j-1 ÝÃ9Ðó, (Ż Í %ż, 9řù%Î 3 Ï řů, ie V_4 ů,

Fig 1. Fig 2.

Fig 3. Fig 4.

&Æ Żffl 16 Í ;F , 9ř% : RĳÈ£â, Í@Q, 9Î . ‚ & Æ 3 é\Ň Õ‘J Í ă¡ Ω & Æ –ã 1024 F ĳ“î, Ć Ω ê5v W 2^j s, Ć NŒÍ Ł }Ðóêà 5120 F ĳ“î^Ň Õ, ň Î@j 3 i%‘,& Æ PřàčĆ 9 F , X|Ä6 ´ 5120 F ıóã Ê¯ÝF ó, ÿß3 NŒůÝ Ł }ÐóÃ9.Ðó u £»Ňĳ‘, »Q1ź 1024 F ).

&Æ ĺ 3 Ą ÊÎp K Ý-ôŚâ ňÄ\ & ÝÃ9Ðó‘, Îp-ô km+1,n+1 Ý“ îř, . ‚ ë$Ł }ÐóÝťŮÎ 5, X| |F x = 2^j − 5 ‚ R»F ÝŁ }ÐóÏÐâ ? Ç $Õ\ & î, X|´ F x = 2^j − 4 ÝŁ }Ðóffi»£É ŇÝ Ω Ýă¡Ý, ň Î˘˚

PÐó.£É Ň Ω ÝnðÃ9ÐóĆ3 ĳ\ Ýă¡î, ćĄ % Fig1,..,Fig4 řù%, ČA &Æ üfflÏ ŒÍ Ł }Ðó ϕ(2^j x), ĺŒÍ Ðóő £É ÝŻő , 3 \ & !»‘, 4 Q9Í Ã 9ÐóÝxŻŔÉ ϕ(2^j x) ĲGÝ, ň ÎňŇ Ω ă¡ÝnðÐóĆ3 ă¡Ýtĳ\ , X| »Q^æ › ÝÃ9Ðó ϕ(2^j x) b ø/, X|0óŤ5)Qb Â , 9řÍ Ã9ÐóÝR» F 5 ¡ Î x_2j_{−4}, x_2j_{−3}, x_2j_{−2}, x_2j_{−1}, &Æ ĺ 3 Č’9řF Â XĆ“ÝÃ9Ðó3 ňÄ\ & ‘ň^ b ő Űì( cut and paste)Ý˛ ő ( ie.ŰìňŇ \ & ÝI5Ðóì 3 ă Ýt ĳ \ ) J9řÐóÝŤ5PŽ&Æ Č’‚ [0, 1 +^1_2j ], [0, 1 +^2_2j ], [0, 1 +^3_2j ], [0, 1 +^4_2j ], Ć 9řŤ5PŽXCŇÝÎp K -ô, ;ðľžŇĺ 3 ÎpÝ§îŊ^ĳìŊ, ňvÎŒ

Í 4 × 4 ÝîëŊõìëŊÎp (ëŊȷÝ´ˇõXóàÝÃ9ÐóťŮ b n ).

X|& Æ İ|0ŇÿÆ ÝÂ 5¡ Î k_{m+1,m+2}j_{−3} = ∫_{1+} 1_{2j} 0 ϕ^′(2^j x) ϕ^′(2^j x − (2^j − 4)) dx = ∫_1 0 ϕ^′(2^j x) ϕ^′(2^j x − (2^j − 4)) dx +

∫_{1+} 1_{2j} 1 ϕ^′(2^j x − 2^j ) ϕ^′(2^j x − (2^j − 4)) dx

=0 +

∫_{1+} 1_{2j} 1 ϕ^′(2^j x − 2^j ) ϕ^′(2^j x − (2^j − 4)) dx = 1 2^j

∫_1 0 ϕ^′(y) ϕ^′(y + 4) dy =k_{m+2}j_{−3,m+1} EyNŒ Í m = 0, 1, 2, 3. k_{m+1,m+2}j_{−2} = ∫_{1+} 2_{2j} 0 ϕ^′(2^j x) ϕ^′(2^j x − (2^j − 3)) dx = ∫_1 0 ϕ^′(2^j x)ϕ^′(2^j x − (2^j − 3)) dx +

∫_{1+} 2_{2j} 1 ϕ^′(2^j x − 2^j ) ϕ^′(2^j x − (2^j − 3)) dx

=0 +

∫_{1+} 2_{2j} 1 ϕ^′(2^j x − 2^j ) ϕ^′(2^j x − (2^j − 3)) dx = 1 2^j

∫_2 0 ϕ^′(y) ϕ^′(y + 3) dy

=k_{m+2}j_{−2,m+1}

EyNŒ Í m = 0, 1, 2. k_{m+1,m+2}j_{−1} = ∫_{1+} 3_{2j} 0 ϕ^′(2^j x) ϕ^′(2^j x − (2^j − 2)) dx = ∫_1 0 ϕ^′(2^j x) ϕ^′(2^j x − (2^j − 2)) dx +

∫_{1+} 3_{2j} 1 ϕ^′(2^j x − 2^j ) ϕ^′(2^j x − (2^j − 2)) dx =0 +

∫_{1+} 3_{2j} 1 ϕ^′(2^j x − 2^j ) ϕ^′(2^j x − (2^j − 2)) dx = 1 2^j

∫_3 0 ϕ^′(y) ϕ^′(y + 2) dy =k_{m+2}j_{−1,m+1} EyNŒ Í m = 0, 1, 2. k_{m+1,m+2}j = ∫_{1+} 4_{2j} 0 ϕ^′(2^j x) ϕ^′(2^j x − (2^j − 1)) dx = ∫_1 0 ϕ^′(2^j x − 2^j ) ϕ^′(2^j x − (2^j − 1)) dx +

∫_{1+} 4_{2j} 1 ϕ^′(2^j x − 2^j ) ϕ^′(2^j x − (2^j − 1)) dx =0 +

∫_{1+} 4_{2j} 1 ϕ^′(2^j x − 2^j ) ϕ^′(2^j x − (2^j − 1)) dx = 1 2^j

∫_4 0 ϕ^′(y) ϕ^′(y + 1) dy =k_{m+2}j_{−3,m+1} EyNŒÍ m = 0. 4 Q: ń b 9 ËŤ5Â Ł O, ň @jîGb "ËȷP , ĺšřËÎě ŘÝ, 5 ¡ Î_{∫ 5} 1 ϕ^′(y) ϕ^′(y − 1) dy =

∫_4 0 ϕ^′(y) ϕ^′(y + 1) dy ∫_5 2 ϕ^′(y) ϕ^′(y − 2) dy =

∫_3 0 ϕ^′(y) ϕ^′(y + 2) dy ∫_5 3 ϕ^′(y) ϕ^′(y − 3) dy =

∫_2 0 ϕ^′(y) ϕ^′(y + 3) dy ∫_5 4 ϕ^′(y)ϕ^′(y − 4)dy = ∫_1 0 ϕ^′(y)ϕ^′(y + 4)dy & Æ Č km+1,m+1 = a, km+1,m+2 = b, km+1,m+3 = c, km+1,m+4 = d, km+1,m+5 = e, Ey

Xb Ý m = 0, 1, 2, . . . , 2^j -1. J&Æ ßÕÝÎp

K = a b c d e 0 0 0 0 · · · e d c b b a b c d e 0 0 0 · · · 0 e d c c b a b c d e 0 0 · · · 0 0 e d d c b a b c d e 0 · · · 0 0 0 e e d c b a b c d e · · · 0 0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e 0 0 0 0 0 0 0 0 · · · a b c d

d e 0 0 0 0 0 0 0 · · · b a b c

c d e 0 0 0 0 0 0 · · · c b a b b c d e 0 0 0 0 0 · · · d c b a 2^j ×2^j

(3.16)

X|& Æ W ŘÝ.| Ł }Ðó ‚ Ã9Ý Poisson ]-P ż ‚ ŁŒ Ku = F ÝÎpő Þ , ň Î˘˚;ÝŤŇCW ŒÍ Ř ě ÝőÞ , ţÎÎp K ÝNŒ» Ýõ£{‚ ë (&Æ 3 2-2 ;ıDąÄ), K ÎŒaP8 ţÝÎp, ôţÎ1Îp K ÎŒÍ singular ÝÎp, &Æ P řÑ@Oß K^{−1}, ôPřOß u ÝřŒŁ, X|& Æ Ä6„ ŻfflŒ Í řŒŁ f ˝ , ţÎ

∫_1 0 u_hdx = 1. qA (3.2) P &Æ ßÕ

∫_1 0 u_h dx = 2^{j2} N−1∑ m=0 ∫ m+5_{2j} m 2j ϕ(2^j x − m) dx u_m

= N−1∑ m=0 u_m 2

�j_2 ∫^5 0 ϕ(y) dy

= N−1∑ m=0 u_m 2

�j_2 = 1 X|_{N−1∑} m=0 u_m = 2^{j2} , (3.17)

&Æ à9ŒP ĳãĆÎp K ÝtąŒ » ţİŁßřŒŁ.

ĘÕ9Ě&Æ Ä6ú§ŒF , ţÎ3 Ą ÊŤ5‘XàÝ]řõ ϕ(x) XãÝF ó. 3 & Æ Ï Œ g Ę@Ź‘, & Æ Ey ϕ(x) àÝ 1024 F , Ť5řÎ Simpson ř, XßÕÝŤ 5 Â àĳő ‚ ÎpÝ-, ŁŇĳÝ b ğ -Ł0-Á´, qÍ^b !JPôPř¿Õ&Æ ï˚Ý[Ň, X|&Æ 3 ã ϕ(x) Ýæ »č]‘&Æ ãÝt´Ýğ Ů 51202 F , sĺ Ť5 ŇĳÝ Â ^æ ĳà 1024 F ÝŤ5 Â -š Ť´Ý, ňv „ ąĳÝ@ŹıŇQ0ÕÝfť b !JPõ¿ÕÝï › đ ŔÝŤŇ. àÝ9Ć9 Ý F ó¯Q Îb ŒřőÞ Ý D 3 , Ñ A ! G ń " D\ & őÞ ‘X1Ý, fA 13 i%‘ÝŁŮŮ]ń , é\ÝŁŮŮt´ľ Õ 1024 F , X|&Æ „ . 51202 F iÕ 1024 ÝŁŮŮ‘, &Æ Ä6ĘŒř9 Ĳ, 3 9à Ý]řÎ¸¡&Æ è{ Vj Ý$ó j ‘, &Æ ´ 5120 F ÃŇ 5120 t|X6vÝç}ó êÝF ó, ĳ¯ W ϕ(2^j x) 3 Ï j ůÝ F ó, Ä9CW ĺŒÍ őÞ , ţÎ3 ç}6ßœ ĳœÞ Ý‘Î , ϕ(2^j x) ´ æ »č]ıXóãÝF óžœĳœK, ÕtąÞ Õ ϕ(x) žv ń

W ‚ delta function Ýİ», Ć tě Ł ÝÎ3 £»»æ]ń &Æ PřÌDŇ ϕ(x) TŇ“

ĺ Ý»æ. 9ĚÎ&Æ Ám Ł ;˙Ý2 ].

&Æ ćĄ 6 A Ä › SSÝóÂ Ť5ř [7], ąZıňĲŁŒ Í @jÝó Â Ť5 Ň Õ, Ć Î.0óÝŤ5ż Ő‚ ŁÎpľÇ Â ő Þ , ßÕ? ‚ Þ@ÝóÂ Ł.

3-6 Wavelet-Galerkin ř

9Œ;&Æ ÿà Ü őÐó3 Å¯˛ğ ]ń Ý]ř, ĳ˛ğ â ŮÎp K, & Æ CŇŒ Ü őż ðÎp W .| ϕj,k(x) ‚ Ã9Ý â ŮÎp KJ ż ðÕ| ϕj−1,k(x), ψj−1,k(x) ‚ Ã9ÝÎp AJ , . ‚

ϕ(x) = 2^{1/2} 5∑ m=0 c_m ϕ(2x − m)

ψ(x) = 2^{1/2} 5∑ m=0 d_m ϕ(2x − m) X|Îp KJ−1 Ý-ô‚ (3 9ĚŁ5ąÝ;ó& Æ Ŕ3 P ~ı, . ‚ 3 (3.12) fiG

&Æ ‹B.‚ ŁąÝ;óK˛ ğ ÄÝ) ⟨ϕ^′2^{j−1}x − k), ϕ^′(2^{j−1}x − ℓ)⟩ =⟨2^{1/2} 5∑ m=0 c_mϕ^′(2^j x − 2k − m), 2^{1/2} 5∑ n=0 c_nϕ^′(2^j x − 2ℓ − n)⟩

=2 5∑ m=0 5∑ n=0 c_mc_n⟨ϕ^′(2^j x − 2k − m), ϕ^′(2^j x − 2k − n)⟩

=2 2k+5∑ s=2k

2ℓ+5∑ t=2ℓ c_{s−2k}c_{t−2ℓ}⟨ϕ^′(2^j x − s), ϕ^′(2^j x − t)⟩ EyXb Ý k, ℓ=0, 1, . . . , 2^{j−1}-1, ⟨ψ^′2^{j−1}x − k), ψ^′(2^{j−1}x − ℓ)⟩ =⟨2^{1/2} 5∑ m=0 d_mϕ^′(2^j x − 2k − m), 2^{1/2} 5∑ n=0 d_nϕ^′(2^j x − 2ℓ − n)⟩

=2 5∑ m=0 5∑ n=0 d_md_n⟨ϕ^′(2^j x − 2k − m), ϕ^′(2^j x − 2k − n)⟩

=2 2k+5∑ s=2k

2ℓ+5∑ t=2ℓ d_{s−2k}d_{t−2ℓ}⟨ϕ^′(2^j x − s), ϕ^′(2^j x − t)⟩

=2(−1)^{s+t−2(k+ℓ)} 2k+5∑ s=2k

2ℓ+5∑ t=2ℓ c_{2k+5−s}c_{2ℓ+5−t}⟨ϕ^′(2^j x − s), ϕ^′(2^j x − t)⟩ . ‚ d_k = (−1)^kc_{5−k}, ňvEyX b Ý k, ℓ=0, 1, . . . , 2^{j−1}-1, ⟨ϕ^′2^{j−1}x − k), ψ^′(2^{j−1}x − ℓ)⟩ =⟨2^{1/2} 5∑ m=0 c_mϕ^′(2^j x − 2k − m), 2^{1/2} 5∑ n=0 d_nϕ^′(2^j x − 2ℓ − n)⟩

=2 5∑ m=0 5∑ n=0 c_md_n⟨ϕ^′(2^j x − 2k − m), ϕ^′(2^j x − 2k − n)⟩

=2 2k+5∑ s=2k

2ℓ+5∑ t=2ℓ c_{s−2k}d_{t−2ℓ}⟨ϕ^′(2^j x − s), ϕ^′(2^j x − t)⟩

=2(−1)^{t−2ℓ} 2k+5∑ s=2k

2ℓ+5∑ t=2ℓ c_{s−2k}c_{2ℓ+5−t}⟨ϕ^′(2^j x − s), ϕ^′(2^j x − t)⟩ . ‚ d_k = (−1)^kc_{5−k}, ňvEyX b Ý k,ℓ=0, 1, . . . , 2^{j−1}-1.

&Æ .î ń ë Í P ~: W Þ g P (bilinear form), ňvCŇ5Ł (decomposition) Î p WJ c_0 c_1 c_2 c_3 c_4 c_5 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 c_0 c_1 c_2 c_3 c_4 c_5 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 c_0 c_1 c_2 c_3 c_4 c_5 0 0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . c_4 c_5 0 0 0 0 0 0 0 0 c_0 c_1 c_2 c_3

c_2 c_3 c_4 c_5 0 0 0 0 0 0 0 0 c_0 c_1

d_0 d_1 d_2 d_3 d_4 d_5 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 d_0 d_1 d_2 d_3 d_4 d_5 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 d_0 d_1 d_2 d_3 d_4 d_5 0 0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . d_4 d_5 0 0 0 0 0 0 0 0 d_0 d_1 d_2 d_3

d_2 d_3 d_4 d_5 0 0 0 0 0 0 0 0 d_0 d_1

2^j×2^j

(3.18)

ňv_1 2 W_J W^T_J = I, (3.19)

K_J ^ A_J Ýn ; ‚

A_J = W_J K_J W^T_J .

&Æ .Ł KJ u = F Ýő Þ ż ð‚

A_J ũ = F̃ , (3.20)

ÝőÞ , J ũ = WJ u õ F̃ = WJ F , &Æ İ|£ à (3.20) P ŁŇ ũ ňv. ‚ (3.19), X| &Æ İ|Ĳ"ÝßÕËŁ u, ¸¡&Æ ű î WJ Ýg ó, &Æ İÿ KJ ł ůÝg óęŔ, ŁŇł ůąÝ ũ, Qą3 DÕOŇËŁ u. 3 Å¯˛ğ Ý*żĚ, &Æ ðð„ ł ůą˛ğ * # »ëÝÎp-, |]- 3 Å¯DźÄ-ıßÕť{ÝDźč , ň Î&Æ 3 ŁŁ5] -ÝÄ-ı, &Æ ň»àh ]ř, . ‚ &Æ mŁ 1žXb ÝÎp-ô|C/ Ë@Ł, ň Î3 Å¯]ń ÁˇÝ0-ňžff&Æ Ý£ —XDÆ , X|ňžÅ(ÕÚÆ îÝ[Ň, ň Î 3 ŁßŁ5]-ı£»ŁÝÄ-ıQ??CW ´Ý0-.

3-7 ï f ˝ ó˛ ğ

9Œ;& Æ S˙ PCG (preconditioned conjugate gradient) ]řĳ˛ ğ ż ðÕ Ü ő Ã9 ψ(x) ‚ xÝÎp AJ , & Æ ŸxŒ Í ïf ˝ Õ~ (preconditioner) ÝEŊalP Ý

Îp DA, ÿßï f ˝ ˛ ğ ÄąÝÎpfi f ˝ óÎðó b & Ý (ôţÎ^Ã9ÐÝÍ ó P n ). qAîŒ;Ý Ü őż ð, . ‚ ÿ ò yÑøP ż ð, X| WJ ň^b ;ŐÎp KJ Ýf ˝ ó,

κ(A_J ) = κ(K_J ) = O(N^2).

ť › & Æ Č’ ϕ ∈ VJ , J ϕ = ∑ j,k w_{j,k} ψ_{j,k}, Qą&Æ ßÕ K_J = ⟨A(ϕ), ϕ⟩ = ∑ j,k ∑ s,tw_{j,k} w_{s,t} ⟨A(ψ_{j,k} ), ψ_{s,t}⟩ = w^T A_J w (3.21) w = (w_{j,k}) ÎŒ’ „.

q A b ğ - ı Ý ú Œ Þ g £ » (coercive bilinear form approach) & Æ Č ’

a(u, v) = ⟨A u, v⟩ ÎŒÍ 3 H^s(R) × H^s(R) è ıÝYiÞg P , J&Æ ßÕ C_3‖ϕ‖^2_Hs ≤ ⟨A(ϕ), ϕ⟩ ≤ C_4‖ϕ‖^2_Hs (3.22) C_4 ≥ C_3 ≥ 0 í ‚ ðó, qA (3.21), (3.22) &Æ ßÕ C_3‖ϕ‖^2_Hs ≤ w^T A_J w ≤ C_4‖ϕ‖^2_Hs Ćá (3.7) P & Æ ßÕ

C_5 ∑ j,k|2^{js}w_{j,k}|^2 ≤ w^T A_J w ≤ C_6|2^{js}w_{j,k}|^2 C_6 ≥ C_5 ≥ 0 í ‚ ðó,

&Æ fflLŒ Í EŊaÎp DA_J ‚

(D_{AJ} )_{(j,k)(j}0_{,k}0_) = 2^{−j/2}δ_{j,k}δ_j0_{,k}0, (3.23)

BÄ ż ðą& Æ ßÕEy ˚ Œ ’ „ w

C_5‖w‖^2 ≤ w^T D^{−1}_{AJ} A_J D^{−1}_{AJ} w ≤ C_6‖w‖^2 (3.24)

‖.‖ ÎŒℓ^2-norm. J&Æ İ|ßÕf ˝ óÎðó[ e (ie. O(c), c ‚ ðó)

κ(D^{−1}_{AJ} A_J D^{−1}_{AJ} ) = O(1).

qAîŒ;, AJ ^ KJ Ý n ;‚

A_J = W_J K_J W^T_J ,

W_J Î ϕ(x) Ã9ż ðÕ ψ(x) Ã9Ýż ðÎp, qA (3.20) A_J ũ = F̃ , J ũ = WJ u õ F̃ = WJ F , ‚ OŁ AJũ = F̃ &Æ S˙ PCG řÝ daigonal preconditioner

D^{−1}_{AJ} . ãĆîP A_Jũ = F̃ &Æ ßÕśÝïf ˝ ˛ğ -Ù D^{−1}_{AJ} A_J ũ = D^{−1}_{AJ} F̃ . qAGń XŰ , Í- Ù Ý f ˝ ó‚

κ(D^{−1}_{AJ} A_J D^{−1}_{AJ} ) = O(1),

¯& Æ à PCG řĳOŁïf ˝ -Ù ‘, &Æ ßÕ- Ù Ý [ e>ŮÞžÎaPÝ.

Ïř a óÂ@ Ź

4-1 Scaling-Galerkin ř0-^f ˝ ó č Ň

‚ Ýfť^F Ù b ğ -Ý-š , & Æ Ň Õ^Ï Þa 8 ! Ýő Þ , ! øÝ& Æ ôÎŻ ffl˘˚PÐó, 3 b ğ ă \ & î5 ¡ ‚ £â^£âÝŁÐó. h ˛| Ł }Ðó ‚ Ã9Ý b ğ -ôřĳ£»Ë@Ł, 5 ¡ Ň Õ0-^ f ˝ óÝ´ˇ, ňvÌD . ‚ Żffl ∫ u(x)dx = 1 Ýf ˝ XsSSÝŒřĺ é.

Example 1: (ŁÐó\ & £â, u ∉ H^2_{peri}(R) )

− u^{′′}(x) = 1, x ∈ (0, 1), u(0) = u(1) = 0.

qA (3.2) & Æ Żffl

u_h(x) = N−1∑ m=0 u_i ϕ_{j,m} ‚ b ğ -Ł. & Æ Ćá (3.12) ňvßÕÎp K, ôţÎ (3.14) ÝÎp, ň Î&Æ Ä6à

(3.15) ĳãĆÎp K ÝtąŒ » , 9øÎpţİŁßřŒŁ. „ ĳ& Æ Ćá (3.13) P ,

. ‚ f(x) ÐóÎ 1, X| F Ý Ţ ’ „‚

f_{n+1} = 2

�5j_2 , 0 ≤ n ≤ N − 1. ň ÎÎp K ?;ÝtąŒ» , X| fN = 2^{j/2}. qAîŰ fflLXĘÝ@Ź, XßŤŇ A ì N 16 32 64 128 256 512 κ(K) 237.7 958 3839.6 15366 61471.5 245893.7 κ(K)/N^2 0.9283 0.9355 0.9374 0.9378 0.9379 0.938

# ìĳ& Æ : : ËŁ^£»Łfi Ý0-5Ů

N 16 32 64 128 256 512 ‖u_h − u‖ 2.5918E-2 9.2068E-3 3.2657E-3 1.1569E-3 4.0967E-4 1.4507E-4 N^2‖u_h − u‖ 6.6351 9.4277 13.3765 18.956 26.8484 38.0311

ãî“ÌDßáŁÝ0-ň‚ O(h^2), Ć Î O(h^{1.5}) (ie. 1.5 $ [ e). &Æ .ËŁ^£ »ŁÝ%iŇĳĘÍ fť, ĳ% (5,7,9,11) ÎÏ 4 Ń Ï 7 ůOŇĳÝ um Â ^ËŁ u(x) Ýfť, §% (6,8,10,12) ôÎ Ï 4 Ń Ï 7 ů um ű îŁ }ÐóąXCŇÝ uh Ł^Ë@ Ł u(x) Ýfť. ÌD§%& Æ s ĺ

Fig 5. Fig 6.

Fig 7. Fig 8.

Fig 9. Fig 10.

Fig 11. Fig 12.

£»Ł;ó um ń {Îâ ? Õ3 u(x) aî, ň Îű îŁ }Ðó ϕ(x) ą3 Ï 4 ^Ï 5 ů Ý£»Ł b v ń £É Ýĺ ésSS.

&Æ › ĳ: : um Ý Â ń { 3 ;F îÕß&ðã, 9Îø [ eÝĺ é. # ìĳ& Æ Õ: : ÎÍ àŁ }Ðó‚ Ã9Ýb ğ -]ř^FÙ b ğ -3 ;F îÝ£»»æ8 ¯ (F

Ù b ğ -Ł3 ˛ğ 9lőÞ ‘, y;F îÌb æÂ »æ, ôţÎ3 ˛ğ 9lőÞ ‘, y;

F îÝÂ ţÎË@ŁÝÂ ). &Æ ! ø|

‖u_h − u‖^2_s := N−1∑ i=0 |u_m − u(x_i)|^2

ĳč Ň uh 3 ; F îÝ[ e>Ů. @ŹŤŇA ì

N 16 32 64 128 256 512 ‖u_h − u‖_s 3.8862E-3 1.3739E-3 4.8577E-4 1.7174E-4 6.0722E-5 2.1468E-5

İÎ&Æ ´ Fig5, Fig7, Fig9, Fig11, řù%ĳ : , s ĺ 3 J Í ă¡/Ý; F îKŁßŤ ãÝ, ň Î3 \ & îÝ um Ň ĺ őÝ› ȷ . . h &Æ Ŕ.\ & !»Ý F Ĳ* , „ : : /I;F Ý[ e› ȷ. &Æ ĺ 3 Ĳ* ĳ§\ & & ëÍ ; F Â , č Õ0-ßÕ

N 16 32 64 128 256 512 ‖u_h − u‖_s 4.8372E-4 1.7102E-4 6.0465E-5 2.1377E-5 7.5581E-6 2.6722E-6

A ŇĲ* ĳ§ & řÍ ;F ÝŢ, ßÕ

N 16 32 64 128 256 512 ‖u_h − u‖_s 1.36E-4 4.8084E-5 1.7E-5 6.0105E-6 2.125E-6 7.5135E-7

&Æ İ|ßáÒ \ & œGÝ2 ]Łßœã@. ň Î3 %î&Æ : Õb v ń ø[ eÝĺ é , 9İ»Î. ‚ é\ÝŁŮŮ n ;, XC W Ú Æ îÝ0-.

&Æ ÌD;óű îŁ }ÐóąXCŇÝ uh ń { b ’ ĳŔÉ Ýĺ é, 3 îń Ý%& Æ @jľiÕÏ 7 ůÝ£»%, Ï 8, 9 ů. ‚ 3 %ȷî : ĳ£{Î ě PÝ, & Æ PřÌ D0-ĺ é, &Æ ľ»@jŇ Õ0-–»áĳ£»Ý»æ. &Æ Ey£ É Ýĺ éĘŒF ˇˇÝ@Ź. Č’& Æ ŁŇĳÝ um -ÝŒÍ 8 Ż (ôţÎ?ĳT?§£ É Œ Í Ő Ż ), & Æ .JÍ ;ó um Ý5«ĳ É TÎ§É ŒŻ , ű î Ł }ÐóÃ9ÌDÎ Í ž ě ) . Ż fflÏ 5, 6 ËůĳÌD sĺ Ć“Ï 5 ůÝ% 13 (ĳÉ ), % 15 (§É ), ^Ć“Ï 6 ůÝ 14 (ĳ É ), % 16 (§ É ),

Fig 13. Fig 14.

Fig 15. Fig 16.

& Æ : ÕňÎ . ‚ ;ó-ÝŒ Í 8 Ż Ý n ;, Ć Î& Æ ?;;óÝ Ż H‘, £ É ž ! ‘sSS, ň ÎňÎ^Ë@Ł ě ) . 3 F Ù b ğ -] ń ňÎsSS9Ë ĺ é. X|& Æ đ ŔÎ Í Î . ‚ Ã9Ý n ;, . ‚ Daubechies Ł }Ðóň&ŒEÌÐó (Fig 17 Î

Daubechies ë$Ł }Ðó, %ıU2ý ‚ à0 %ȷÝF ó, @jÐóťŮÎ 5).

Fig 17.

&Æ „ ĘŒÍ ˇˇÝ@ŹĳŹJ &Æ ÝČ’. Č’ŒÍ 3 ă [0, 1] ÝÐó u = x(1 − x). & Æ .ă [0, 1] 6v W 16 õ 32 Í ; F , .9ř; F Ćá u(x) X%CŇĳÝ u(xi)

(i = 1, 2, . . . , 16 T 32) ţÎÐóıÝ/æ Â . .9; F XETÝ u(x) Â ű î Ï řůõ

Ï "ůÝ Ł }ÐóÃ9, XßŇÝŤŇ‚

Fig 18. Fig 19.

î ń Ëù%ŹJ Ý&Æ ÝČ’, @ffl£»Łň^sSS£ É , Ć Î . ‚ Ł }ÐóÍŰÝ EÌPXCW Ý.

3 Dirichlet f ˝ ìÝ b ğ -0-5Ůı, EyŒ$ shape Ðó0-Î O(h^2). ň Î

&Æ : Õ|Ł }Ðó‚ Ã9Ýb ğ -ôřň^b ¿Õ9Í f ˝ , Ć v£»»æň^b Œ $ shape Ðóĳßã. 3 îŰ ÝDąfiı& Æ s ĺ 0- u(x) İ»ĳ Ł y˘˚ŁÝ£ â, A Ňà Taylor "ffiP ĳ£» u(x) ÝŢ, . ‚ È£â, X|Œ$0óD 3 , ßá 0-4´ Œ$ţffi»Ý. &Æ ŻĺšŒÍ ż~, ôţÎ£âÝ˘˚Ðó, ŹJ : : &Æ Č ’Î Í Ñ@.

Example 2.(ŁÐó \ & £â, u ∈ H^2_{peri}(R) )

−u^{′′}(x) = 2π^2 cos(4πx), x ∈ (0, 1),

9øÝ f(x) 3 \ & îÎ£âÝ, X|Í0óž3 \ & îCW =ˇF . ]-P XCŇ ÝÎp)Q‚ (3.13) P Ý K, ňvtąŒ» K;‚ 1, F Ő‚

f_{m+1} = ∫_{m+5/2}j m/2^j ϕ(2^j x − m)2π^2 cos(4πx)dx = 2π^2 2^j

∫_5 0 ϕ(y)cos(4π y + m 2^j )dy

îP ı 0 ≤ m ≤ N − 1. qAî Ű fflLXĘÝ@ŹŤŇ, ßÕ

N 16 32 64 128 256 512 κ(K) 237.66 958.02 3839.6 15366 61471 245893 κ(K)/N^2 0.9284 0.9356 0.9374 0.9379 0.938 0.938

İŇÍf ˝ ó)QÎ O(N^2). 3 0-5Ů]ń , ßÕ

N 16 32 64 128 256 512 ‖u_h − u‖ 4.3848E-3 3.938E-4 4.105E-5 8.2682E-6 3.42E-6 1.6444E-6 N^2‖u_h − u‖ 1.1125 0.4033 0.1681 0.1354 0.2241 0.431

´V İŇ L^2-norm Ý [ e>ŮÎ O(h^2).

Fig 20. Fig 21.

Fig 22. Fig 23.

Fig 24. Fig 25.

Fig 26. Fig 27.

Fig 20 Ń Fig 27 &Æ ŻfflÏ 4 ůÕÏ 7 ůÝŁ }Ðó, ! øôÎ. ‚ ŁŮŮÝn ;, ň

v3 Ï 7 ůÝ£»Ł‹B^Ë@Ł˝“ ì) (9Î´ %ȷîÌDÝ), Ć v;ó ui 3 Ï

8, 9 ů‹BHÛÝ, X|Př: Ň˚ ć ĺ é. 3 \ & £âÝÐó£»»æ]ń , ŢQf

£âÝÐó Ł ? , 3 9]ń ^&Æ ¯› đ ŔßĲ». £»Ý»æ^J Í ˘˚ŁÝİŁ -Ůb n . 3 ŁÝ£»»æ]ń , Ey£âŁÐóÝ0-5Ů, N = 16 F Ý‘Î 0- ã@Ůľ¿Õ 10^{−2}, fFÙ b ğ -ŁÝ 10^{−4} Ł -Ĳ 9 . ň Î 3 3 Ł ‘ a£âŮè{ Ý› ȷì, ! ø3 N = 16 F Ý› ȷ, Ł }ÐóÝ£»»æè{Õ 10^{−3}, ^FÙ b ğ -Ł Ý 10^{−3} 8 îì. ¸¡ N Ý F óè{, &Æ sĺ Ł }ÐóÝ£»»æffi»øÄFÙ b ğ -ř, 9ÎŒÍ ČSS{ůÝŕ.

3 9Ě& Æ İ|ţË Í ż Þ ĘŒ Í fť^ h û. 3 \ & £âÝf ˝ ż~ı, . ‚ FÙ b ğ -3 ˘˚PőÞ Ě, CŇâ ŮÎp K ą, ÎpÍŰÎŒÍ singular ÝÎp (. ‚ ŁřŒ), X|& Æ Żffl (2.5) P ą, @fflÝXb Ý;óf ˝ ‚ (2.6) P . ň Î \ & Ý

f ˝ u(0) = u(l) ÎŻfflÝ f ˝ . Qąffi»OŁ Ku = F , OŁÄ- 2 àÎpŻ ĆŔĲO

ß;óÎp u, ňv3 OŁÍÿ;óÄ-ı, ŁÝÝ0-ÎãÎpŻ ĆXő SS, ÎŒÍ 5 gPÝ0-, Ć vÇ ÿ\ & Ĳ£â, 3 \ & îň^b 0-ő SS. ň Î&Æ à˘˚PÝŁ } ÐóÃ9‘, Żffl\ & f ˝ ą, PřfflŇť ˛Ë4Ý;ó, ň Î&Æ êÄ6Żffl. ‚ ˘˚ PXCW ÝÎp K ÝŁřŒÝf ˝ , ! øÝ&Æ Żffl (3.15) P QąXffl (3.16) P , ň Î&Æ PřñÑXfflť ˛Ë4;ó, ňv\ & îÝ;óPřã@£»ì, ť ˛;óÝ0 -´ˇĲ>ff (3.16) P ÎŻÚ [ Ý, =ñÝJÍ ă¡/Ý;óKŁã. 3 Fig 5,7,9,11 îÝ;óø[ ĺ éÎŒÍ Č¯, 3 Fig 20,22,24,26 î&Æ ĲD|s ĺ ;óň^Ŕ¯ıŁ Ýã@, ň Î 3 ű î Ł }ÐóąÝ£»»æQfGï ? . ĺš&Æ Gń X1Ý Ł }Ðó EÌPžC W £É Ýĺ ¯, â ? 3 Ï Þ Í ż~ıßÕŹ J . İ|1ÎÍĳÝ;óţP ř¿Õø[ eňvb ’ §ŔÉ Ýĺ ¯, ň Î. ‚ Ł }ÐóÝEÌP ( 3 $Ł }ÐóÝ t{F 3 "5fiÞ˛, ’ ĳŔÉ ŒŐ Ż ), .ËŁ£»ßĲã. 3 f ˝ ó]ń , fť shape Ðó^ Ł }Ðófi Ý f ˝ ó, | Ł }Ðó ‚ Ã9ÝÎp K Ý f ˝ óň^b fF Ù b ğ -ÝÎp K ĳß? , ňvÎŒ Í ĳVÎp, ł ś f ˝ óÝ Ň Õ&Æ Þ3 ìŒ;Dą.

4-2 Ü ´ż ð^ïf ˝ ˛ğ Ň Õ

9Œ;&Æ Tà 3 Å¯˛ ğ Ý]řĳ5ŁÎp KJ , 3 Å¯˛ğ ‘& Æ .æ %àÜ ő5Ł.%¯Ý{ ś ȷ5ŁŇĳ, Qą „ Ĳ * ť3Ý{ȷI5, ÿßæ %¯1žx Ł Ý ś ȷI5, |]-Dź. 3 Ł5]-Ý Ü ő5Ł, &Æ ň^b Ĳ* ˚ ć ÝčG. . ‚ Å¯ ] ń ÝK„č]öťňžCW H´ÝÚÆ 0-, ň Î 3 ŁŁ5]-] ń , &Æ Ä61 žX b 5ŁąÝč], QÁˇÝč]öťÞİ»ž 3 OŁÄ-ıő SS´Ý0-.

Ł5]- ł ůÝŻ ő Î.Îp KJ Ý-ôÝ{ȷ (´ÝľÇ Â ) ^ ś ȷ (ˇÝľÇ Â ) 5ŁŇĳ. Qą„ qAïf ˝ ó˛ğ ]ř, .-ôÝľÇÂ ĘŒÍ §J, – ź Îp ÝľÇÂ -ûÄ´, CW ť´ f ˝ ó, . Ć ÿß;óÎp u Łã.

qAGŒaX B Ű , &Æ 3 ;§ f ˝ ó]ń S˙ Preconditioner matrix ĳł ś Îp

K_J Ýf ˝ óňvê»1b æ ĳÝ£»»æ. qA (3.23) &Æ .Ï J ůÝŁ }ÐóÎp

K_J ű î;óÎp W |ą ż ð ‚ Ü őÐóÃ9,

WK_J W^T = A^{(1)}_J

A^{(1)}_J §îŊÝ 1 Ć“BÄ 1 g ż ð, ň Î. ‚^1_2 WW^T = I X|ÿÝf ˝ óň^b 9´

Ý;Ő. &Æ ł ůÝŻ ő ľDą Þ ůBÄż ðą?ì ł 4 ů (i.e. ż ðÕÕ ů), &Æ ó ã 7, 8, 9 ëůĳ@Ź. Ey Example 1. J&Æ ßÕ Ï 7 ů ‚

κ(K_7) κ(A^{(1)}_7 ) κ(A^{(2)}_7 ) κ(A^{(3)}_7 ) κ(A^{(4)}_7 ) 15366 17662.8 18199 18196 18338

Ï 8 ů‚_{κ(K8) κ(A(1)8 ) κ(A(2)8 ) κ(A(3)8 ) κ(A(4)8 )}

61472 70659 72792 72739 72922

Ï 9 ů‚_{κ(K9) κ(A(1)9 ) κ(A(2)9 ) κ(A(3)9 ) κ(A(4)9 )}

186733 282646 291162 290909 291483

qAîń Ý@ŹŤŇ, ł ů|ąÝÎpf ˝ óň^b Ő? .

qA (3.23) & Æ fflLŒ Í EŊaÎp D, QąĘ diagonal rescaling , ÿß&Æ İ| ßÕŒÍ fť£ÉÝÎp ( ÎpÝt´ľÇÂ ^tˇľÇ Â Ń y8 -H 9 ). ň ÎA Ňű î Preconditioner matrix D^{−1} ą, 3 Ï ŒÍ ż~ı, &Æ ßÕÏ 7 ů‚

κ(D^{−1}A^{(1)}_7 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(2)}_7 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(3)}_7 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(4)}_7 D^{−1}) 5817 2654 1552 1280

Ï 8 ů‚

κ(D^{−1}A^{(1)}_8 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(2)}_8 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(3)}_8 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(4)}_8 D^{−1}) 23264 10587 6115 4793

Ï 9 ů‚

κ(D^{−1}A^{(1)}_9 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(2)}_9 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(3)}_9 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(4)}_9 D^{−1}) 93051 42316 24366 18859

&Æ İ|ĂŢ2 : ÕÎp K Ýf ˝ ół ś Ý&9 . „ ĳ&Æ ÌD0-5Ů]ń , BÄÎ p5ŁąÝ£»»æ&Æ ô: 7, 8, 9 ëůÝ Â , 3 Ï 7 ů‚

‖u − u^1_h‖^2 ‖u − u^2_h‖^2 ‖u − u^3_h‖^2 ‖u − u^4_h‖^2 2.2835E-3 4.4693E-3 8.5685E-3 1.57E-2

(Û: îń ‖u − u^1_h‖^2 §îŊ 2 XĆ“ÝÎ ℓ^2-norm, u^1_h §îŊ“îĘÝÏ Œg ÝÜ őż ð ) &Æ sĺ 0-ĂŢęŔ, ňvÓ Ëź óęff, &Æ 3 : : Ï 8, 9 ůÝ0-5Ů, 3 Ï 8 ůßÕ_{‖u − u1h‖2 ‖u − u2h‖2 ‖u − u3h‖2 ‖u − u4h‖2} 8.1464E-4 1.6127E-3 3.16E-3 6.0599E-3

3 Ï 9 ůßÕ ‖u − u^1_h‖^2 ‖u − u^2_h‖^2 ‖u − u^3_h‖^2 ‖u − u^4_h‖^2 2.8943E-4 5.607E-4 1.1407E-3 2.351E-3

0-ÝŐ´ńł ůąÝ ϕ(x) b ĲÛ6Ýn ;, . ‚ ł Ń Õ ůÝ‘Î , 8 ¯y&Æ à Ý scale ť´Ý ϕ(x) ĳ¯Ã9, 3 æ ĳ&Æ ^b ł ůÝŻ ő GÝ0-5Ůı, &Æ ţ‹ Bs ĺ Õç}6Ýœ´Ý b ğ -ôř, \ & Ý£âŮEy£»»æ b ¡XfflPÝÅ(. ‚ ÝŹ J & Æ î ń X1ÝŔř, ! øÝ& Æ ô Ň Õ \ & £âŮť{Ý Example 2, : : ÎÍ ń& Æ Ý đ ŔŒø.

&Æ › ÌD Example 2 BÄ Ü őż ðąÝf ˝ óŐ;, Ï 7 ů ‚

κ(K_7) κ(A^{(1)}_7 ) κ(A^{(2)}_7 ) κ(A^{(3)}_7 ) κ(A^{(4)}_7 ) 15366 17663 18199 18196 18338

Ï 8 ů‚_{κ(K8) κ(A(1)8 ) κ(A(2)8 ) κ(A(3)8 ) κ(A(4)8 )}

61472 70659 72791 72738 72921

Ï 9 ů‚_{κ(K9) κ(A(1)9 ) κ(A(2)9 ) κ(A(3)9 ) κ(A(4)9 )}

245894 282646 291162 290909 291483

ň Î A Ň ű î Preconditioner matrix D^{−1} ą, & Æ ßÕÏ 7 ů‚

κ(D^{−1}A^{(1)}_7 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(2)}_7 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(3)}_7 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(4)}_7 D^{−1}) 5818 2655 1552 1281

Ï 8 ů‚

κ(D^{−1}A^{(1)}_8 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(2)}_8 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(3)}_8 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(4)}_8 D^{−1}) 23264 10587 6115 4794

Ï 9 ů‚

κ(D^{−1}A^{(1)}_9 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(2)}_9 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(3)}_9 D^{−1}) κ(D^{−1}A^{(4)}_9 D^{−1}) 93051 42317 24366 18860

! øÝ&Æ : ÕÎp K Ýf ˝ ół ôś Ý&9 , „ ĳ&Æ ÌD0-5Ů]ń , BÄÎp 5ŁąÝ£»»æ& Æ ô : 7, 8, 9 ëůÝÂ , 3 Ï 7 ů ‚

‖u − u^1_h‖^2 ‖u − u^2_h‖^2 ‖u − u^3_h‖^2 ‖u − u^4_h‖^2 8.2682E-6 8.2682E-6 8.2682E-6 8.2682E-6

3 Ï 8 ůßÕ ‖u − u^1_h‖^2 ‖u − u^2_h‖^2 ‖u − u^3_h‖^2 ‖u − u^4_h‖^2 3.42E-6 3.42E-6 3.42E-6 3.42E-6

3 Ï 9 ůßÕ ‖u − u^1_h‖^2 ‖u − u^2_h‖^2 ‖u − u^3_h‖^2 ‖u − u^4_h‖^2 1.6445E-6 1.6445E-6 1.6445E-6 1.6445E-6

& Æ ÌDÕ ł ůOŁą ě ś ) W / Õæ ĳÝůó, XŇ ÕŇÝ£»Łň^b ;Ő, X| \ & Ý£âŮÎËÑÅ(£»»ÝËÑæ . .

ĺŒ] ń , Í@ 3 ű îï f ˝ ˛ ğ Îp D^{−1} ą, 3 0-] ń TŇž b ;Ő, . ‚ f ˝ óŐßfťˇÝ, A Ň& Æ à Ż ĆřŁÎpő Þ , ťˇÝ f ˝ óÿß&Æ İ|àĲK Ý g óţİ|ßÕťÞ@Ý£»Ł. ň Î . ‚ & Æ àÝÎ Matlab ĳĘ Ň Õ, ŕ@î Î{úŔĲř, 0-]ń ň^b ;Ő (. ‚ D^{−1} ÎEŊaÎp, X|) W / æ ĳůó‘, ű î D ‘, ţ˝ “ ŔĲ, ň^b sìÿTŇ b ÝŘ»). 4-3 á ) Ťą

3 @ŹÄ-ı& Æ ßÕë Í Ťą, Ï Œ Í ŤąÎ, 3 ż ðÃ9Ý@ŹÄ-ı& Æ Ä6ěŇŒ ˝ ŕ, ţÎ (3.17) P Ý Ż H. ¯& Æ 3 Ň Õ| Ł }Ðó ϕ(2^j x) ÕŇÝÎp

K_J ‘, (3.17) ÎÎp K_J CŇą, –Ŕ 3 ÎpÝtąŒ » . ň Î ż ðÕ| ϕ(2^{j−1}x)^ ψ(2^{j−1}x) ÝÕ ů‘, (3.17) 9Í P ~Ä6Î^ ϕ(2^{j−1}x) b n Ý, X|9f P ~Ä6Îż

ðÄą–ŔáÎp AJ Ý. . ‚ 3 ż ðÕÕ ůą,^{∫ 1}_0 u(x)dx = 1 Ý u(x) ÝÃ9ôÄ6ż ðŃ Õ ů, ň Î. ‚ ψ(2^{j−1}x) 3 (0,1) ă ÝŤ5í ‚ 0, | ψ(2^{j−1}x) Ã9ÐóÝ;ó ÎÅ(ÕÍÿ| ϕ(2^{j−1}x) ‚ Ã9ÐóÝ;ó, X|& Æ Ä6ĞÕł ůą–. (3.17) P ŔŃ Îp AJ /. İ|ć Ą ìń řù5ŁÄ-%,

Fig 28. Fig 29.

Fig 30. Fig 31.

Ï Þ Í ŤąÎ, . ‚ GË;& Æ Ň ÕÝÎ −u”(x) = f(x) Ýő Þ , X|& Æ ľžÂ ÕŒÍ Îp-Ù K, ň ÎA ŇÞ êðW Î −u”(x) + ku(x) = f(x) ÝőÞ , 3 ŸñÎp‘ &Æ êž9 Ňĺ ŒÍ Îp M (mass matrix), M ÎpÎãËÍ ϕ(x) 8 ű ąŤ5ßÕÝ,

Q Ć 3 GŒ;Ýï f ˝ ˛ ğ & Æ ľÎjEŐŒÎp K, A Ň ! ‘˛ ğ (K + M) u = F ÝőÞ ‘, &Æ Ŕáĳïf ˝ ˛ğ ąÝ M ÎpÿÝf ˝ óŐ;. &Æ @Źąsĺ ¯ł n ůÝï f ˝ ˛ğ ąÝ M f ˝ óŐ;, / Î Ó ĺ 4n ź ó W ff, 9Î . ‚ M £{ÎŐŻ Îp (ϕ(x) ÎŐŻ ÑøÃ9). X|3 ÂÕ −u”(x) + ku(x) = f(x) 9v őÞ ‘, &Æ đ Ŕ ïf ˝ ˛ ğ ąÝf ˝ óŐ;žÎŒÍ › L3ąęŔÝ ‘ a.

Ï ë Í ŤąÎ, & Æ 3 ˛ ğ \ & £âÝŁÐó‘ßá, | ϕ(x) ¯Ã9‘, \ & Ý

Taylor "ffiP Ý$óÅ(ÕŁÝ£»»æ. QĆ &Æ „T 3 ż ðÕ ψ(x) ÝÃ9‘, žà

ψ(x) ÐóÝŔťÎ (vanish moment) .\ & Ðóİ"ffiÝ9 4P Ĳ* . ň Î. ‚ \ & Ý

£â, 0 l \ & Ý"ffi P =ˇ (˘˚PÐóİÚ‚ PóÍ b ğ ă Ðó 8 =). æ Í TŇ b Ý^∫ x ψ(x) dx = 0, Ő W^∫ x ψ̃(x) dx ≠ 0 (ψ̃(x) Î˘˚PÝÃ9Ðó). Ć 9ř ‚ ëÝÂ , 3 ÎpOŁÄ-ıà# Å(£»ŁÝ£»»æ.

Reference

1. Forsythe, G.E.,and C.B.Moler (1967) Computer solution of linear algebraic systems , Prentice Hall, Englewood Cliffs,N.J.;148pp. QA297.F57.

2. Eric B. Becker, Grahm F. Carey, and J. Tinsley Oden ’Finite Element An Introduction , Volume 1’. Prentice Hall, Englewood Cliffs,N.J.

3. I.Fried (1972) ’ Bounds on the extremal eigenvalues of the F.E stiffness and mass matrices and their special condition number’ Journal of sound and vibration , 22 (4) 407-478.

4. M.Dorobantu, Wavelet based algorithms for one-dimension parabolic equation ,TRITA- NA-9214,(1992).

5. Y. Meyer,Ondelettes et Operateurs 1: Ondelette,Herman,(1990). 6. Ř ĹR, ”Ü őğ ą”, ış´.ó.-ÆßąZ, (1995).

7. 6A Ä, ”Ü őÐóÝóÂ Ť5ř”, ış´.ó.-ÆßąZ, (1995).

8. I.Daubechies, Ten Lectures on Wavelets, SIAM, Philadelphia, (1992). 9. J.Douglas Faires, Richadr L. Burden, ’Numerical Methods’ , PWS-KENT, FIFTH EDI- TION.

10. Gordon Erlebacher,M.Yousuff Hussaini, Leland M.Jameson, Wavelets Theory and Applications, Oxford University Press (1996).

11. Gilbert Strang, Truong Nguyen, Wavelets and Filter Banks, Wellesley-Cambridge Press. 12. G.Strang and G.J.Fix, An Analysis of the Finite Element Method, Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ, (1973).

13. A.Cohen and R.D.Ryan, Wavelets and Multiscale Signal Pricessing, Chapman & Hall, London, (1995).

14. Eric B. Becker,Grahm F. Carey, and J. Tinsley Oden ’Finite Element Mathematical Aspects, Volume 4’. Prentice Hall, Englewood Cliffs,N.J.

15. Zhang Pingwen, Zhang Yu, Wavelet Method for Boundary Integral Equations, Peking University.