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八年級機率新課程：設計與實踐 
摘要 

臺灣的現階段機率課程由九年級才開始，相較於他國時程明顯晚了許多，此現象即

為本研究發展之緣由：在八年級設計全新的機率課程，並實驗其教學成效。在數學教育

研究的方法論上，引進法國新興教學理論：教學工法（Didactic Engineering, DE）以設計

機率課程和教材，達到理論與實務之實踐。故本研究將兼具三面向：一、DE 的實踐：

課程發展四階段的工法；二、樹狀圖：以圖象表徵處理機率運算；三、數學素養：培養

機率思維與解決問題。 

機率實驗課程採用研究團隊之自編教材，將樹狀圖設計為一致性的機率學習工具，

引導八年級學生發展主觀機率、頻率機率、古典機率的概念，並達到處理餘事件的思維

層次，也發展了解決生活實際問題之素養。並以 DE 從事教學設計與課堂實踐的規準。

雖然事前準備工作繁雜，但它能避免研究困境，以及提高學生的課堂參與率。 

研究發現，未經過機率教學的學生，已具有部分機率值的範圍、主觀機率、頻率機

率、古典機率的自發性概念，猜測學生可以從生活經驗中習得機率概念，可見機率與生

活經驗之密切相關性。而經過研究團隊的機率教學後，發現八年級學生在學後測驗的成

績上有成長，表示學生需要一套有系統的機率教學，且少數學生甚至能延伸至獨立性與

乘法原理的思維層次，也有少數學生隱約表露出條件機率的概念。 

另一方面，在學生的文本中，本研究亦認出學生的機率與樹狀圖迷思：（1）理想值

的概念，（2）樣本空間分群，（3）樹狀圖的分類，（4）不對稱事件的機率值，（5）

加法原理與乘法原理。不過，在機率課程結束後六個月進行的延後測驗，發現學生成績

相較於機率學後測驗，呈現小幅進步，表示本研究的機率教學，能使學生成功地習得機

率課程的教學目標，成為其素養。 

綜上所述，本研究建議機率主題可提前至八年級學習，以生活經驗作為內容主軸，

並以樹狀圖為解題之技術工具。對於九年級的機率課程，建議以樹狀圖之圖形特徵導入

互斥和事件、獨立性以及乘法原理的概念。而 DE確實提供一套從事數學教育研究的方
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法論，特別是針對創新的實驗性課程。本研究也歸納出幾項在使用 DE上的難處，將提

供給未來以 DE從事教學設計的教育同仁參考。 

關鍵字：機率課程、八年級、主觀機率、頻率機率、古典機率、餘事件、樹狀圖、教學

工法 
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New Probability Curriculum for the Eighth Grade: 

Design and Practice 

Abstract 

Currently, the probability curriculum of Taiwan has only been officially implemented since the 

ninth grade. Compared with other countries, our curriculum is obviously very late. This 

phenomenon is the motivation for this study, and it is necessary to redesign the new probability 

curriculum of the eighth grade and practice it. On the methodology of mathematics education 

research, this study uses the French teaching theory Didactic Engineering (DE) to design the 

probability curriculum and materials to achieve the theory and practice. The study will realize 

the following ideologies. (1) Practice of DE: Four stages of curriculum development. (2) Tree 

diagram: Using Graph representation to deal with the probability problems. (3) Mathematics 

literacy: Cultivate probabilistic concepts and problem solving.  

The curriculum of this study used the teaching materials designed by our team. The core feature 

of our method is the role of tree diagram as a consistent probability learning tool for developing 

concepts of subjective probability, frequentist probability and classical probability. Students 

reach the level of dealing with the complementary events, and developing a literacy to solve 

practical problems in life. Also, using DE as a set of methodology for this study, it provides the 

discipline of instructional design and classroom practice. Although it takes a lot of time to 

prepare for the materials, it can prevent the research failure and develop the students' 

participation in the curriculum.  

The study found that students who were not taught the probability curriculum, have already 

contained the spontaneous concept of range of probability values, subjective probability, 

frequentist probability, and classical probability. The researcher speculated that students might 

learn the concept of probability from daily experience. After our probability curriculum, it was 

found that the eighth-grade students had a growth in the post-study test, indicating that students 

need a systematic teaching of probability, and a few students can even extend to the concept of 

independence and multiplication, and few students vaguely revealed the concept of conditional 

probability.  

On the other hand, in the students’ writings, this study identifies students’ myths of probability 

and tree diagram. (1) The concept of ideal value. (2) The sort of sample space. (3) Classification 
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of tree diagram. (4) Probability value of asymmetric events (5) Adding principle and 

multiplication principle. However, six months later of the probability curriculum, the 

postponement test was conducted. Compared to the probationary post-test, the students' grades 

showed a slight improvement indicating that the probability curriculum of the study was quite 

successful.  

In summary, this study suggests that the probability subject can be moved ahead to the eighth-

grade, with daily experience as the main content of probability curriculum, and tree diagram as 

the technical tool for solving the problem. As for the ninth-grade probability curriculum, it may 

include the concepts of exclusion-or events, independence, and multiplication principle. This 

study also shows that DE really provides a methodology for mathematics education, especially 

for the innovation of experimental courses. This study also summarized several difficulties in 

using DE. It will provide as a reference for educational colleagues who are going to engage in 

teaching design in the future.  

Key words : probability curriculum, eighth grade, subjective probability, frequentist - 

probabaility, classical probabaility, complement events, tree diagram, didactic 

engineering 
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第一章 緒論 

第一節 研究動機與背景 

 就國中階段而言，自民國 74 年，機率課程開始出現於國中數學課程，被安排在九

年級的選修數學中，教學內容包含古典機率及頻率機率，並引進樹狀圖為計算機率的技

術工具。接著在 92 年的數學課程綱要中，小學機率的課程被刪除，使得機率課程遲至

九年級第二學期才首次出現，教學內容也僅強調古典機率，以樹狀圖列舉所有可能性，

反觀其他的機率類型皆未被提起。然而一直到最新的 108年數學課程綱要中，機率課程

仍維持於九年級，內容也幾乎沒有變動。 

 根據單維彰、許哲毓與陳斐卿（2018）提供的證據顯示，九年級上學期未經過機率

教學的學生，已經具備機率之自發性基本概念。而這項研究結論也支持嘗試將「古典機

率」這一段課題提前移至八年級。根據 Piaget 與 Inhelder（1975）和 Bognár 與 Nemetz

（1977）兩組學者的研究結果，亦顯示八年級學生已準備好學習古典機率，並且具備頻

率機率之概念。 

對照現階段我國的數學課程，九年級才開始正式教授機率課程，且僅強調嚴謹計算

的古典機率，導致機率學習時程上的緩慢（單維彰、許哲毓，2019）。但根據一些學者

的機率概念研究，以及早在民國 94 年，中小學數學科課程綱要評估與發展研究就發現

國外的不確定性教育時程規畫比臺灣早，且內容較豐富（陳宜良、單維彰、洪萬生、袁

媛，2005）。許哲毓、單維彰與劉柏伸（2016）也發現國外使用螺旋式編排機率課程，

且機率內容較為完整，如有頻率機率、餘事件、獨立性等概念。值得一提的是，英國教

科書在樹狀圖的使用上，除了分類事件外，還將機率填在樹枝上，使得樹狀圖成為表現

機率概念的模型。在許哲毓等人（2016）該篇文章中，亦強調以樹狀圖之思路，讓學生

能利用樹狀圖的圖形特徵，理解抽象的機率問題。 

相較之下，我國的機率教學時程實在太晚，且與機率適學年齡是不吻合的。然而隨

著科技的進步，在這個重視數據資料的世代，生活中大部分的重要問題，與機率皆密切

相關，機率成為人類知識中很重要的一部分，而在未來社會中，學生確實需要具備處理

「不確定性」知識之能力，所以機率教學明顯已是一件刻不容緩的事情。而依據

Shaughnessy（1992）統整出的四種機率類型（其中的形式機率不討論），在解決真實的
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機率情境問題時，古典機率、頻率機率以及主觀機率三種機率類型的概念，都必須能靈

活地被交互應用，在機率學習時，不僅能支持機率概念的建立，亦能有助於減少產生學

習中的困惑。且應在機率課程加入主觀機率及頻率機率，使學生建立完整的機率概念。 

綜合上述，機率主題的提前教學明顯已是一件急迫的事情，本研究將提前機率課程

至國中八年級，以學生對外部連結產生的自發性概念為基礎，加入現今課綱中未被提及

的主觀機率和頻率機率，以樹狀圖為機率技術工具，擘畫一套全新的八年級機率課程。 

第二節 研究目的 

本研究將提前在國中八年級開始機率教學課程，以樹狀圖為機率技術工具，利用

樹狀圖的圖形象徵，幫助學生理解抽象的機率概念，融會貫通古典機率、頻率機率以

及主觀機率三種機率類型，使學生建立完整的機率概念。本研究的具體目的為，為國

中八年級階段之機率課程，實驗一種可能的課程設計與教學方法。 

第三節 研究問題 

本研究根據研究動機與目的，確立研究問題如下。本節以及前兩節所涉及的機率相

關數學概念，例如：樹狀圖、古典機率等，都在第二章「文獻探討」中解釋。 

（1） 有別於現今僅強調計數功能的樹狀圖，八年級學生是否能以樹狀圖為機率技術工

具，建立樣本空間以解決機率問題？ 

（2） 經過機率教學後，八年級學生是否能理解並提前學習古典機率？ 

（3） 經過機率教學後，八年級學生是否能理解主觀機率和頻率機率？ 

（4） 經過機率教學後，八年級學生在學習機率時會有什麼樣的迷思以及錯誤類型？ 

（5） 教學工法對於研究者在設計機率課程上，產生什麼樣的影響？ 
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第四節 研究限制 

一. 機率教學實驗的課程時間 

因為考慮校內有既定課程需完成以及學生有考試的壓力，研究者必須在不影響教學

進度下，進行機率教學實驗。所以研究者需評估如何設計一套課程內容與學生練習模式，

以不產生學生的認知負荷。 

二. 地區性選擇 

因研究團隊人力有限、經費拮据，在教學地區的安排上，僅能在桃園市進行機率教

學；在班級數的選擇上，也僅能負擔有限的班級數。故樣本的變異可能較低。 

三. 複本測驗 

機率試卷的編製，因欲探討學生機率思維的進展，故採複本測驗，以便重複測試。

但考量學生對於複本測驗留有記憶性而對研究結果造成影響，故每次測驗至少間隔兩個

月以上。 

第五節 名詞釋義 

為了使本研究討論的範圍與主題更加明確，本研究所涉及的相關重要名詞，界定如

下。 

一. 不確定性 

根據經濟合作暨發展組織（Organisation for Economic Co-operation and Development, 

OECD）的定義，「不確定性」（uncertainty）為「理解生活中各種造成變異的成因、測

量時所隱含的不確定性，具有量化和解釋變異的能力，以及處理機率統計問題的能力。」

（臺灣 PISA國家研究中心，2015），機率與統計皆概括在其概念下。本研究將採用 OECD

的用語，將數學教育中關於數據處理、統計與機率的內容，概稱為「不確定性」，但僅

針對機率部分做探討（引自許哲毓、單維彰，2018）。 

二. 自發性機率概念 
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自發性機率概念來自於直觀，解釋為未經正式機率教學就具備的機率概念。心理學

界在 1950 年代開始研究直觀的機率思維，確認這種認知型態的存在（Cohen & Hansel, 

1956）：那是人們為了在不確定的環境中做出適當的決定，必須運用一種與生俱來或是

從經驗中養成的認知型態，而 Konold（1991）認為這樣的認知結果是不證自明的（引自

單維彰等人，2018）。 

三. 機率教學成效測驗 

「機率教學成效測驗」的意義為測驗學生經過完整的機率教學後，其機率思維的提

升。「學前測驗」在機率教學前實施，測驗的是學生在接受完整的機率教學前，擁有的

機率知識與能力。而它會對應「學後測驗」和「延後測驗」，以檢視經過完整機率教學

後的學習成效和保留效果。 
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第二章 文獻探討 

本章依研究主題進行相關文獻之探討，以作為本研究設計機率課程之理論基礎。本

章共分四節，第一節探究機率類型、八年級學生的機率概念層次及回顧我國數學機率課

程發展，第二節探討自發性概念及樹狀圖，第三節探討教學工法，第四節為研究問題。

本研究的主要目的為，以教學工法為教學設計理論，以樹狀圖為機率技術工具，延伸其

用途，並加入主觀機率與頻率機率等機率概念，擘畫一套全新的機率課程。 

第一節 機率概念研究 

本節內容主要涵蓋機率類型、機率的適學年齡與概念層次、臺灣機率課程的發展，

分為三個部分探討。將透過機率類型分析八年級學生的機率概念層次與回顧臺灣數學課

程綱要在機率主題的沿革，提出對機率課程規畫的建議。 

一. 機率類型 

本研究採用 Shaughnessy（1992）統整的四種類型：古典機率（classical probability），

頻率機率（frequentist probability），主觀機率（subjective probability），和形式機率（formal 

probability）。因形式機率為大學課程，故本研究暫不討論。分類的機率類型如下（引自

單維彰等人，2018）： 

（1） 古典機率（classical probability） 

古典機率是根據理論假設及推理的規則計算而來的機率值。假設有一個隨機

性試驗，其所有可能結果（稱為樣本空間 S）能被窮舉列出，且其樣本空間中的

每一個樣本點發生的可能性均等，則定義事件 A在樣本空間 S中發生的機率為

P(A) 	= n(A)
n(S)，其中 n(*) 表示為樣本個數。因為古典機率必須接受「可能性均

等」的前提，所以亦稱為理論機率或先驗機率。 

（2） 頻率機率（frequentist probability） 

在彼此「獨立」的前提下，觀察一個隨機試驗，重複無窮多次或實驗調查，將

某事件發生之相對次數（即「頻率」）極限，作為該事件的機率。即一個事件的機
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率值 P(A) = lim
n→∞

nA
n，亦即在 n次的試驗中，事件 A出現的次數為 n.，當試驗次

數越接近無限多次時，相對次數 
/0
/

 越趨近於實數 P(A)。人們當然無法執行無窮多

次的實驗，因此實際上乃是根據有限的執行結果而決定機率的估計值。而頻率機率

以實驗結果為依據，所以又稱為實驗機率（experimental probability）。 

（3） 主觀機率（subjective probability） 

主觀機率為近代 20 世紀發展的概念，是一種以直觀思維猜測機率的表現：直

觀且主觀地評估不確定性事件的可能性，其機率值以個人信念程度或既有的生活經

驗而決定，是人們與生俱來的能力。其數值可以隨著新訊息的出現而調整其判斷，

用來解釋人們獲得新資訊之後，如何合理化自身信念的形成和改變（Borovcnik, 

Bentz, & Kapadia, 1991; Fischbein, 1975）。相對於主觀機率，古典機率和頻率機率

又統稱為客觀機率。 

上述的機率類型，各有適當的運用時機。在教學上靈活地交互應用這三種機率類型，

也會支持其機率概念的建立，有助於在真實情境中解決機率問題。而機率教學的重點之

一，應是讓學生以數學模型的觀點（a modeling point of view），察覺與辨識適當的機率

類型，有助於解決不確定性問題（Shaughnessy, 1992）及減少在學習過程中產生的困惑

（引自單維彰等人，2018）。 

二. 機率適學年齡與概念層次 

此段落將簡述 Piaget與 Inhelder（1975）和 Bognár與 Nemetz（1977）兩組學者的研

究結果。這兩組學者的研究，支持八年級學生具備自發性機率概念的可能性，並作為本

研究探討在八年級綜合發展古典機率、頻率機率、主觀機率之概念的學理基礎（單維彰

等人，2018）。 

Piaget 和 Inhelder 提出學童認知發展理論，並以「機率」為主題，提出以下機率認

知發展三階段（引自劉秋木，1996）： 

（1） 運思前期（二至七歲）：此時期的兒童無法區分事件的必然性與或然性，因此無

法形成機會的概念，也沒有隨機概念。 
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（2） 具體運思期（七至十一歲）：能分辨因果律以及純粹機會的事件。此時期的兒童

對於不太複雜的機率問題可以算出成功事件與失敗事件的相對勝算。而若要算出

一個實驗之所有可能結果很複雜時，因兒童上無系統性地產生一系列的數學概念

想法，所以無法掌握住複雜狀況的發生。  

（3） 形式運思期（十一至十六歲）：比起前期，此階段兒童能列舉實驗的所有可能結

果、發展組合分析的才能，以及瞭解相對次數的極限存在，即為大數法則。也由

於他們具有比例概念，能以一個分數來代表成功事件的機率，已具有機率概念。 

Bognár 和 Nemetz（1977）列出兒童在不同年齡階段可進行的機率概念教學，有四

個階段如下（引自劉秋木，1996）： 

（1） 七至八歲的兒童：確定事件（certain events）、不可能事件（impossible events）及

互斥事件（mutually exclusive events）。 

（2） 九至十歲的兒童：較可能事件（more likely events）、較不可能事件（less likely events）

及次序事件（order events）。 

（3） 十一至十二歲的兒童：相對次數（relative frequencies），即頻率機率的先備知識，

和畫出可表示機率事件的圖表（diagrams），如樹狀圖。 

（4） 十三至十四歲的兒童：獨立（independent）和相關（correlated）的實驗及事件。 

Piaget與 Inhelder（1975）和 Bognár與 Nemetz（1977）兩組學者的研究結果，將兒

童或青少年的年齡，對應於各層次的機率概念，整理如表 1。本研究所關心的學生年齡，

屬於青少年時期的形式運思期（十一至十六歲），這個時期的青少年能列舉實驗的所有

可能結果，並且瞭解相對次數之極限（引自劉秋木，1996）。也就是說，八年級學生已

經能夠自發地列舉樣本空間，因此準備好學習古典機率，並且具備頻率機率概念（單維

彰等人，2018）。 
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表 1                                                                       
兒童或青少年的年齡對應各層次的機率概念 

三. 臺灣的機率課程發展  

民國 53 年機率課程首次於高中課程出現，在課程上的編排，內容從「樣本空間」

發展至「條件機率」與「獨立事件」，而這樣的觀點也影響至今。 

民國 60年，機率被安排在高三課程，課程編排延續民國 53年的全部課程內容，涵

蓋古典、頻率與形式機率（以隨機變數的形式呈現），且在機率概念上增加了貝氏定理，

此外多數在市面上流通的教科書，有提及主觀機率。民國 64 年於國小六年級數學課程

中，加入了「簡單的機率」，在機率類型上涵蓋頻率機率與古典機率兩種類型。 

民國 72 年，高中數學課程將機率提前至高中二年級，僅只呈現古典機率，於是在

這個時期短暫出現的主觀機率及頻率機率，便開始在機率課程上不見蹤影。民國 74年，

在國三選修數學加入了機率主題，包含頻率機率與古典機率（不涉及樣本空間與排列組

合）兩種，並且首次引進樹狀圖作為計算機率的工具。接著在民國 92 年的數學領域課

程綱要中，因不明原因，刪除了小學機率的課程，自此之後，機率課程遲至九年級第二

學期才首次出現。但九年一貫公布的機率課程「能力指標」的細目中提到「由於機率概

念的掌握並不容易，因此應先從最清楚、易學習的機率觀－古典機率開始學習」（教育

部，2008）。實際考察各版本的教科書，皆是專注在古典機率類型的教學，且主要的技

術工具為樹狀圖的使用，窮舉所有的可能性，反觀其他類型的機率皆未被提及。 

年齡 機率概念發展描述 

二至七歲 沒有證據顯示此年齡的兒童，具備不確定性的概念。 

七至八歲 可以分辨確定事件、不可能事件及互斥事件。 

九至十歲 

可以細分較可能的事件、較不太可能的事件，並能夠按照可能性

將事件排序。能算出不太複雜的機率問題，其成功事件與失敗事

件的相對勝算。 

十一至十六歲 
能列舉實驗的所有可能結果，瞭解相對次數（之極限）的機率概

念，具有（主觀）機率概念。可畫出樹狀圖。 
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然而民國 97 年的九年一貫數學領域課程綱要在機率課程的改變並不大，以致於民

國 101年統計教育研究—人才培育與資訊整合總計畫之成果報告，仍認為我國的數學教

育未提供學生理解資料變異性和不確定性的學習機會（林福來，2012）。乃至於十二年

國民基本教育數學領域綱要之前導研究，為新課綱提出了八項建議，其中第一項就是「不

確定性與數據處理」（林福來、單維彰、李源順、鄭章華，2013），文中指出美國和中

國皆在小學階段就有機率內容，並認為我國太晚進入機率主題。在最新的民國 108年數

學領域課程綱要中，機率內容也幾乎沒有變動，除了在六年級增加「可能性」條目以外，

仍然將機率課程集中於九年級，且僅偏重古典機率。 

綜合上述，回顧臺灣機率課程的發展，我國不確定性與數據處理的教育狀況，至今

仍改變不多。不同的是曾經出現在課綱內容的機率概念，如今卻已不復見。機率課程的

編排只重視由樹狀圖為工具的古典機率教學，忽略學生基本的機率思考層次，進而影響

學習機率的正確脈絡性。將前述發展對應國小、國中和高中階段，簡化整理於圖 1，可

看出機率課程不再均勻分佈於國小、國中及高中三個階段中，且在九年級才首次粗淺地

接觸，而在高中階段才開始正式學習，顯然地，我國的機率課程發展與機率適學年齡不

吻合（引自單維彰、陳斐卿、許哲毓，2017；單維彰等人，2018）。 

圖 1我國機率課程在國民基本教育階段的發展 

 

民國 74年 l 國中三年級的選修數學加入機率主題 

l 國小數學取消機率課程 
l 機率課程全落於九年一貫的九年級第二學期實施 

民國 92年 

民國 60年 l 機率課程被安排在高中三年級 
l  

民國 53年 l 機率主題進入高中數學課程 
l  

民國 64年 l 國小六年級的數學課程加入「簡單的機率」 
l  

民國 72年 l 機率課程被提前至高中二年級 
l  
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第二節 機率教學 

本節為編製機率教學內容之需，探討兩個部分。首先探討未經教學而自發的機率概

念，以七年級的生物課程和我國學生在 TIMSS 之表現作為本研究之合理動機；而後，

探討能系統性地學習機率的樹狀圖。 

一. 直觀的機率思維 

單維彰等人（2018）提出兩項證據，顯示學生在未經機率教學的情況下，就已經具

備某些「自發性機率概念」。第一，在七年級的生物課程遺傳主題上，就已使用到機率

概念，如表 2擷取南一版生物課本所示。而在此情況下，並未聽聞學生有學習困難，由

此可知，在學生的認知概念中，已做好接受機率教學的準備，且具備這樣的能力，而此

事實也提供本研究在八年級實施正式的機率教學之證據。第二，我國八年級學生參與

TIMSS（Trends in International Mathematics and Science Study）國際評量，對應當時的數

學課綱，受測學生應試時尚未正式學習機率。但是他們在機率統計主題的表現卻已然很

好，似乎也透露著學生在未經學校正式的數學科課程之前，已經擁有某種程度的機率知

識，所以本研究試圖發掘直觀思維的可能助益，進行課程設計。 

表 2                                                                       
南一版七年級生物課本（民 105） 

解釋機率概念 建立頻率機率概念的教學活動 
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雖然機率概念可以直觀發生，但是在面對較複雜事件時，人們很難利用直覺評估對

應的可能性。Green（1983）也指出在機率教學中，運用有系統的方法是必要的，能避免

學生產生與該主題有關的迷思概念。Fischbein（1975）認為兒童對於機率的初步直覺經

驗仍很薄弱，需要經過正式機率教學來協助其發展與增強。藉由教學，可以教導兒童機

率概念或改正兒童的機率迷思概念。特別是條件機率的語言邏輯，容易使學生感到困擾，

導致迷思概念的產生（Shaughnessy, 1992）。因此本研究將藉由系統性的機率教學，教

導學生正確的機率概念或導正其機率迷思概念。 

二. 樹狀圖 

機率主題不同於一般的數學課程，需由特定的公式去做定量的推導，它是預測不確

定性事件的基準，需要足夠符合事件的資訊，才能做出最佳的解釋。而在系統性的機率

教學中，為使學生擁有上述能力，「樹狀圖」常被用來將事件作細緻的分析。 

樹狀圖（Tree Diagram）這個名詞首次出現在諾姆·杭士基 1965年的著作（Chomsky, 

1965）中。它是一個有方向性且無循環的圖形，能系統化地細分主題、區分階層、觀看

整體，做邏輯性的列舉，並運用樹的象徵來表現出構造之間的關係（引自許哲毓等人，

2016）。 

對於剛接觸機率的學生而言，雖然已具有機率概念，但機率知識是較為混亂的，且

沒有系統化的分類工具，而樹狀圖能有效地幫助學生系統性地處理事件的樣本空間、區

分事件的種類。 

許哲毓等人（2016）指出臺灣的國中數學教育，對於樹狀圖的使用，雖採用系統化

的方式找尋樣本空間，幫助學生將模糊的概念轉換成具邏輯的排列，但卻僅關注在分類

事件上，將功能侷限在單純的計數，傾向將樹狀圖作為解決機率問題的特定工具，並未

做任何延伸之用途。反觀英國教科書在樹狀圖上的使用，除了也有系統化的分類，尋找

樣本空間之總數外，還將事件發生之機率填在對應的樹枝上，如圖 2所示，使得樹狀圖

成為可以表現機率概念的模型，建立樹狀圖與機率之概念。 
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本研究將參考英國教科書的樹狀圖教學法，不僅使用樹狀圖計算樣本空間的個數，

也將引導學生思考樹狀圖中的每項資訊，利用樹狀圖的具體圖形結構幫助學生理解抽象

的機率概念，提高學習機率概念的效能。 

圖 2英文教科書 Pearson版本 Tier 6 P.324習題 

綜上所述，對應八年級學生的機率概念，在八年級的數學課程中，我們可以架構一

套有別於僅教授古典機率的機率課程，以學生的自發性概念為基礎，釐清主觀機率中的

迷思，以實作感受頻率機率，和透過生活中的實例，學會計算古典機率，透過三種機率

類型的交互應用，建立完整的機率概念。並以樹狀圖為技術工具，學會系統性地列舉樣

本，藉由樹狀圖的圖形象徵（樹狀結構和節點），解決實際的機率問題和建立機率概念

之模型。 
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第三節 教學工法 

本節將探討一個數學教育的教學設計理論：教學工法（Didactic Engineering, 簡稱

DE），分為兩個部分。首先介紹 DE的發展歷史，而後探討其學理基礎，做為本研究規

畫與設計機率課程之基礎。本節主要引自許哲毓（2019）。 

教學工法是個新穎的數學教學設計方法，且在臺灣的教育領域尚未被討論，特別是

數學教育。作為一種研究方法，DE組織了教學方案、老師與學生之間不斷辯證的關係，

並觀察學生和教師的情況和理論方法的發展（要考慮的新現象或規律）。與傳統的課堂

實踐不同的是，DE 不遵循控制組與實驗組之間的比較，它是基於對所涉及的情境、其

先驗和後驗分析的比較。在這種模式中，DE 被視為一個科學系統，它通過教學系統有

目的地傳播數學知識，我們需要理解這些教學系統的運作，以及相關的教學現象，這些

都會牽涉到教學的過程。因此，驗證 DE概念階段涉及的假設不能成為實驗組和對照組

之間的比較問題。 

DE 的應用層面相當廣泛，適用於小學至大學階段的課室中，而且研究結果的價值

被受重視與迴響（Artigue, 2009），已有多篇期刊發表。在 2008年的 NORMA08研討會

四大議題之一：教學法設計（Didactical Design），DE的相關研究受到討論目光。這樣

的證據皆顯示 DE除了在法國成長茁壯，亦拓展至國際的數學教育。然而，這樣具有前

瞻性的方法學，卻尚未在臺灣有所著墨，故本研究試圖向歐洲的數學教育觀學習，活化

臺灣的數學教育思維。 

一. 發展起源 

教學工法大約於 1980年代由 Brousseau所提出，在夏季學校中由不同的執行者進行

多次的實踐。當時的法國數學教育界指出數學教學是一個真正的科學領域，而非應用心

理學或數學模式（Warfield, 2006），其方法論應符合其特定目的：通過教學系統傳達數

學知識，以及教學與學習過程之間的相關互動。即教學研究應該對課堂實現的建構和研

究起更重要的作用（許哲毓，2019）。但 Brousseau 認為皮亞傑過於重視研究兒童個別

階段的發展；建構主義不足以模擬學習數學的過程，即未考慮社會和文化面的影響

（Artigue, 1999）；尚未有一個好的方法充分闡明課室中，所涉及的教學活動和數學概
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念的關係（Artigue, 2000）。Brousseau認為數學教育是新興領域，應發展出自身理論架

構與實踐（Warfield, 2006），提出教學設計理論—教學工法。在後續，有許多與 DE相

關的研究，確立了 DE的理論架構與特徵，但不一一贅述，僅將重要的文獻與時程簡化

於圖 3。 

圖 3 DE的發展時程 

二. 學理基礎 

DE 的定義如下：數學教育被視為組織教學設計時，教學者、學習者和實踐之間的

關係，進行更深入的反思。DE有五個主要特徵，分別為（1）賦予情境概念核心的作用，

（2）對知識認識論的關注，（3）對環境特徵的重視，（4）數學知識的三種不同功能：

行動、制定、驗證（辯證法），（5）教師的角色：組織教師與學生之間的關係，教學權

力下放、制度化。 

DE的構成有（1）尋找基礎情境：將認識論本質融入數學情境（Herbst & Kilpatrick, 

1999）；（2）媒介：傳遞給學生某種資訊，使學生發揮出最大的潛力，提供學生自主性

的活動與回饋；（3）制度化與知識傳遞：由教師主導課室，讓學生解決數學任務，連結

數學專業知識與學生產生的知識。 
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DE 設計需要考量所有的事物，它可以決定學生和知識間、學生和老師間的相互影

響。並回答兩個研究設計的問題（1）以實驗為基礎的教育背景：課堂的複雜性；（2）

研究與實際操作之間的關係：注意課程內容的描述、分析和組織（Artigue & Perrin-Glorian, 

1991; Artigue, 1994, 2009）。 

依據上述特徵，發展出四個階段，以下說明之： 

l 階段一：前置分析（Preliminary Analyses） 

此階段的工作，即是整體研究核心之信念。一項兼具社會影響與價值的教育研

究，在起始時，需要分析各種變因，並確定精確的目標。而 DE為達此目的，它將

以三個維度樹立屬於 DE研究方法之標竿。不僅針對被探討對象、涉及內容有全盤

性掌握，且依據實證延伸其研究上之設計，以下說明三個維度（Artigue, 2014, 2015; 

Barquero & Bosch, 2015）： 

（1） 認識論的分析 

研究者針對學生的教育現況進行一系列的評估，包含實驗內容之脈絡，與

在學習中可能遭遇的困難。此維度的分析有助於研究者以反思的角度，建立一

個參考點，在解決問題時，創造最佳的引導與啟發之情境。 

（2） 機構的分析 

教育研究牽涉層面繁雜，學生、教師、學校與其相關的環境皆有可能影響

學科教學、技術資源、教學實踐的選擇。正如同課程的組織和選擇，是經過長

時間演變的結果，若僅透過認識論分析當前課程，那麼校方文件和教科書就可

能產生誤解，所以在分析課程時，必須同時兼顧實際與理論層面。 

（3） 教學法的分析 

此維度是一個重要的認知維度，它考量實質性的認知。研究者除了發展教

學策略，使學生完整地學習課程外，還必須根據研究目標及所涉及的內容，作

為研究設計之參考。 
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l 階段二：先驗分析（Priori Analysis） 

研究設計需要考量所有的事物，包含多樣的概念、理論與情境的應用，且系統

分屬不同的脈絡層次，相當複雜。對此系統，研究者必須以宏觀與微觀之角度，審

慎辨別每一層次的教學變數。因為這些因素都將會決定學生和知識之間、學生與學

生之間、學生和教師之間的相互作用。上述皆可能推測出研究當下的發展，學生與

環境的互動，學生的策略及其演變，以及教師和學生之間的角色和責任。 

此階段的工作在前置分析的結論下執行，研究者從確立研究假設後，將進行一

系列的檢視，例如評估研究可能涉及理論之可行性或教學變數可能影響學生使用的

策略，其中談及的變數可以附加到教學或學習動態上。同時它們和提供給學生的資

源相關。此階段將釐清研究假設與教學設計之間的連結，但不是預測學生的表現或

進步，而是面臨研究困境時，提供一個能實現於課堂的解決方案之參考。 

l 階段三：實現、觀察與資料收集（Realization, Observation and Data Collection） 

此階段的目標將進行資料收集，這些資料用於後驗分析，包含學生的文本（學

生學習的手寫記錄、思考方式、計算過程等）、研究者的現場筆記和研究者現場的

錄影錄音等。研究者人員在收集資料的種類中，通常會再加上問卷調查、學生的測

驗結果以及對學生和教師的訪談，以便更好地評估 DE的結果。這些資料將用於檢

定研究目標和假設、推測先驗研究以及後驗分析，建立學生真實表現、文獻和先驗

分析之間的對比。 

此階段研究者被賦予一項重要任務：扮演課室的觀察者，在課室中觀察教師與

學生的情境互動、蒐集學生學習與教師教學歷程的數據資料，他必須能夠從數據資

料裡，發掘教學實驗中需要調整的設計或方式，或是與初始的研究基本原理有所不

同之處，並將其結果納入後驗分析的討論。而上述之數據資料將受限於前兩階段，

並非隨意、無章法地收集。重要的是這些數據資料，必須能使研究者更深度理解學

生學習的歷程與情境，以及研究者能解析出教學情境中促使學生學習策略轉變的關

鍵點。 

 

 



 17 

l 階段四：後驗分析（Posteriori Analysis） 

此階段研究者將進行先驗分析、真實教學情況與後驗分析的比較，從中探討後

驗分析的組成與先驗分析對比後所架構的差異，以及針對在階段三收集的數據中，

支持前導分析的程度有多高？有哪些證據是分歧或是共同點，以及如何解釋它們？

發生了什麼出乎意料的事情，又該如何解釋呢？通過先驗和後驗分析之間的這種聯

系，驗證了研究的基本假設，統整出一致性的結論或是分歧的觀點。 

此外，為了驗證研究假設，可能需要收集一些補充數據（問卷、訪談等），並

可以使用統計工具評價教學實驗的學習結果，但重要的是驗證關注於內部的比較，

即學習歷程的差異性，而不是對照組和實驗組之間的外部比較。 

 上述構成 DE 四個階段，如圖 4。這些都是本研究在設計機率課程時，需要考慮的

要點，以期望創造一個具有不確定性的數學情境。 

 

圖 4 Artigue（2009）區分 DE四個階段 

  

2.設計與預試 
（為何學機率） 

 

1.事前分析 
（學習的初始點） 

4. 後測，驗證評價，
發展 

3.實施，觀察， 
數據收集 
（尋找規律） 

假設和提問 
 

數學與 Didactic  Design  
 

實驗階段 
 

解答與新發現 
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第三章 研究方法 

本章將針對研究流程、研究對象、機率教學實驗課程設計、研究方法與工具、資

料收集與資料分析，詳細說明如下。 

第一節 研究流程 

2017年 3月時，研究團隊對七年級學生實施機率測驗，探討七年級學生的不確定性

概念。延續該測驗的研究結果，研究者於 2017年 10月，與指導教授討論及確認研究問

題後，開始進行相關文獻的蒐集和探討。接著與許哲毓博士候選人著手設計機率課程和

編製試卷、教材等工作，隨後開始入班教學實驗，最後為分析階段。研究流程圖如圖 5。 

第二節 研究對象 

本研究因考量不影響正規學習及實驗的方便性等，故採方便抽樣。田野學校為桃園

市郊區一所中型的國中，屬於十年內新成立之學校，全校共計 30 個班級。研究對象選

取八年級 4個班級的學生，作為機率教學實驗課程之研究對象，其中 A班 31人、B班

29人、C班 30人、D班 30人，扣除未參與機率教學人數，實際採計人數為 A班 28人，

B班 27人，C班 29人，D班 27人，合計 111名學生。在機率教學實驗前，研究者依據

在校月考成績，評估此校學生經過七年級和八年級上學期的數學教學後，學生對於機率

將使用到的數學先備知識與技能，如：「百分率」、「小數」和「分數的四則運算」等，

屬於熟練的程度。 

教學實驗的主題為「機率」單元，現今（108課綱）對應的課堂單元時程安排為九

年級下學期，但因研究問題（八年級學生是否能學習機率課程）之探究，所以研究時程

選擇八年級下學期。 

為確認機率教學保留成效，於機率課程結束約六個月後，實施延後測驗，扣除測驗

未到人數，實際採計人數為 A班 27人，B班 23人，C班 29人，D班 26人，合計 105

名學生。 
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研究階段	

 

準備階段	

分析階段	

 

確認第一次預試結果（2017年3月）

確認研究問題（2017年10月）

相關文獻蒐集與探討（2017年11月～12月）

訂定研究方法與程序（2018年1月）

確定研究對象與研究工具（2018年2月）

機率教學實驗課程設計（2018年2月）

機率測驗試卷設計（2018年2月）

第二次預試（2018年2月）

編製許氏機率（2018年1月～3月）

機率教學前準備（2018年4月）

實施學前測驗（2018年4月）

機率課程教學（2018年4月～6月）

實施學後測驗（2018年6月）

資料整理與分析（2018年7月）

研究結果討論（2018年7月~2018年8月）

撰寫論文（2018年8月～2019年4月）

實施延後測驗（2018年11月）

研究背景與動機	

預試結果分析、試卷修訂	

研究對象分析	

桌遊設計	

試卷、回饋單整理與分析	

紀錄課堂回饋	

課堂簡報製作、教具採買	

圖 5 研究流程圖 
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第三節 機率教學設計方法 

此節探討如何設計機率實驗課程，包含 DE課程設計和機率課程介紹。以 DE為機

率課程設計方法，以樹狀圖為技術工具，主觀機率、頻率機率和古典機率為主要課程內

容，建立完整的機率脈絡，規畫一套全新的機率課程。目的為探討八年級學生經過完整

的機率課程後，機率思維有何變化以及解決機率問題的能力是否提升。 

一. DE課程設計 

本研究之機率課程設計，以 DE為設計理論，共四個階段。目標在各階段以生活經

驗切入知識。以下僅以樹狀圖作為 DE設計範例，並簡單說明。 

l 第一階段：前置分析 

學習樹狀圖對於學生有什麼樣的幫助？有哪些文獻已證實學習樹狀圖的意義

和用途？學生該具備什麼樣的能力，能學習樹狀圖？如果不學習樹狀圖，會造成日

後哪些學習上的影響？思考學生對於樹狀圖的理解能到達什麼程度？學生在學習

樹狀圖時，可能會產生哪些迷思？ 

l 第二階段：先驗分析 

釐清研究假設與教學設計之間的連結。 

（1） 尋找基礎情境：將樹狀圖的概念融入數學情境。 

（2） 創造媒介：使學生發揮出最大的潛力，提供學生自主性的活動與回饋。 

（3） 制度化與知識傳遞：由教師主導活動，讓學生學習使用樹狀圖解決機率問題。 

l 第三階段：實驗、觀察、資料蒐集（目標探究、研究假設的檢定、前導研究的推論） 

學生在機率課堂、機率教學成效測驗的真實表現、文獻和先驗分析之間的對比。 

l 第四階段：後驗分析 

先驗分析、學後測驗、延後測驗的比較，統整出學生學習樹狀圖的結論，或產

生迷思的觀點。驗證性：評估學生學習樹狀圖的完整歷程。 
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二. 機率課程介紹 

本研究之機率課程內容分為以下幾大方向：（1）認識機率、機率概念迷思澄清，

（2）古典機率、餘事件，（3）頻率機率，（4）列舉，（5）樹狀圖。並打造不確定性

桌上遊戲，搭配課程進行，提升學生學習動機。以下說明主要學習內容： 

（1） 認識機率、機率概念迷思澄清 

這是國中數學課程中，八年級學生第一次接觸到「機率」。因此，將從介紹機

率名詞和機率值的範圍開始談起，並介紹現行的機率觀點，特別是頻率機率、主觀

機率，這是在現今課綱中未被提及的。學生將對機率有初步的認識，以及釐清潛在

的自發性機率概念之迷思。預計以 1節課完成。 

（2） 認識古典機率和餘事件並執行運算 

發展目標為除了認識古典機率外，亦能理解餘事件概念，並執行運算。首先，

以實作經驗導入古典機率之定義。其實古典機率隱含著主觀機率概念，因為古典機

率倚賴於以下先驗假設：樣本空間中每個樣本的發生機率均等，此假設本身倚賴於

個人的主觀評估，故在此將古典機率和主觀機率做連結，以古典機率之概念，修正

主觀機率值。然而餘事件可從字詞片面上的意思解釋，因其牽涉到反向思考，這也

是國中階段的學生，較少被教授的思維。以兩種情況的機率試驗為例，當知道其中

一情況的機率時，便可以由餘事件的定義，從機率總和為 1，理解至另一情況的機

率應該為何。預計以 1節課完成。 

（3） 頻率機率 

又稱為「實驗機率」，透過實作，將某事件重複試驗所發生之相對次數（即「頻

率」）的極限當作該事件的機率，讓學生感受「大數法則」的觀點。與古典機率之

「理想值」對應，連結古典機率和頻率機率，強調「理想值（機率值）」和「實驗

的機率值」之間的關係。預計以 1節課完成。 

（4） 列舉 
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發展目標為培養學生能夠有系統性地「列舉」樣本空間之能力。特別一提，此

處為連結後續的樹狀圖課程，強調讓學生以較邏輯性且無遺漏的方式列舉出所有可

能結果，再求出事件發生的機率值。例如：列舉甲、乙兩人的所有猜拳結果，須先

考慮其中甲方的出拳可能（剪刀、石頭、布），固定其猜拳可能（剪刀）後，再考

慮另一人的出拳可能（剪刀、石頭、布），如此就能邏輯性地列出（剪刀，剪刀）、

（剪刀、石頭）、（剪刀、布）3種可能結果，依此類推，列出 9種所有可能結果。

預計以 1節課完成。 

（5） 建立樹狀圖 

發展目標為培養學生建立樹狀圖之能力。首先，說明什麼是樹狀圖，並舉例樹

狀圖之各式樣貌。接著，讓學生思考在什麼時候，會看到這樣的圖形，以及在哪些

科目中也有使用。最後，引導學生理解樹狀圖在機率中，所能呈現之意義，並運用

第四階段之「列舉」，建立屬於機率之樹狀圖。本階段將著重讓學生將兩項能力（建

立樹狀圖與理解其意義）融合，達成建立樹狀圖之目標。值得注意的是，此階段之

樹狀圖皆限定在三階層內。預計以 3節課完成。 

以上共 7節課，另外再加上 3節課的回饋活動（學前測驗、學後測驗和延後測驗）。

由於本研究是採用 DE設計課程，有別於一般實驗設計，DE關注的是整體的教學歷程，

只需實驗組，不需對照組，它強調的是一種內部歷程的比較，所以將採用學後測驗與延

後測驗的方式來確認教學成效和教學保留效果。 

第四節 機率課程教材設計 

本研究之機率教材，為研究指導教授、許哲毓博士候選人與研究者自編內容，取其

編寫者之姓氏，命名為《許氏機率》。教材編製參考英、德、日等國之教科書特色，以

其機率教學脈絡為基礎，在內容編寫上，尚加入臺灣教科書未提及的內容：主觀機率以

及頻率機率，將這兩者與古典機率在教材中靈活運用，幫助學生建立完整的機率知識，

使教材編寫達到最完善。 

本教材運用跨領域的教材設計，搭配我國的課程規畫，學生在七年級的生物課程遺

傳主題上，已經接觸了機率概念，而本研究將在教材設計中，融入遺傳課題，以跨領域



 24 

的知識作為學習動機，並作為前置經驗（單維彰、許哲毓，2019）。除了生物領域外，

亦舉例樹狀圖在不同領域的各式樣貌。這樣的內容設計符合十二年國教中所提及的素養

學習具跨領域的性質，使得課程不局限於數學上的知識。 

研究團隊在編製教材時，不提供過多的題目練習，避免精熟學習之操作。教材著眼

於使學習者更積極參與課室活動，進行「做中學」，研究團隊將練習題目連結生活經驗，

強調以具體的生活實例來體會抽象的機率思考，並跳脫傳統課本題型之框架，刺激學生

對機率的理解，並以樹狀圖連貫機率思路，建立完整的機率脈絡。教材搭配許哲毓博士

候選人精心繪製、與教材內容對應的機率插圖，以豐富的圖文設計，搭配生活情境，培

養學生解決生活實際問題的素養，並使學生在閱讀教材時，不會感到乏味，導致學習動

機不足。以下分別說明教材的三大特色： 

（1） 樹狀圖 

教材的設計除了介紹樹狀圖、教導如何繪製樹狀圖以及利用樹狀圖計算樣本空

間之總數外，再強調將事件發生之機率，填在對應的樹枝上。更著重利用樹狀圖之

表徵，幫助學生理解機率的抽象概念，釐清機率迷思。雖然現在的國中課本，例題

中曾出現三階的結構，但若仔細觀察則可知道在二階時已被固定。並非真正帶有不

確定的三階樹狀圖，類似圖 6為典型的例子（單維彰、許哲毓，2019）。所以在教

材設計中，所舉範例皆經研究團隊重新編寫，如三人猜拳、拉霸機或約會穿搭等例

子，皆是真實生活中，具有不確定性的三階樹狀圖之例題。 

圖 6三階樹狀圖之範例（南一版） 
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（2） 題目練習 

根據單維彰等人（2018）指出，九年級上學期的學生在尚未學習機率前，即已

具備機率的自發概念。所以在設計題目時，以是非題（包含寫下理由）的方式來釐

清學生潛在的自發性機率概念與迷思。在每一章節的後方，提供了近 10 年來機率

的歷屆基測和會考試題，希望能培養學生具有解決真實生活中的機率問題之素養外，

亦對升學提供幫助。在最後的章節，加入了跟機率有關的 AMC（American 

Mathematics Competition）試題、高中課本練習題、大學學測和指考試題，學生可以

自我練習外，也可讓學生感受自己已具備解決較高層次機率問題的能力，增強其自

信。此編排之目的為透過題目的引導，使學生釐清機率的迷思，習得機率概念，提

升學生解決機率問題的能力，亦幫助學生建立學習的信心。 

（3） 實作活動 

根據十二年國教素養，課堂除了傳遞知識外，培養學生的實作能力亦十分重要。

而且數學教學應注重數、量、形的連繫，讓學生在實作、實測與直覺中，精熟數、

量、形及其相互關係的概念，並逐步抽象化與程序化成為精鍊有效的數學語言，再

經由反思、論證、練習與解題，讓學生逐步穩定，以掌握其概念，作為進一步學習

的基礎（引自教育部，2018）。在本研究的機率課程中，讓學生動手實作，例如：

操作水管帽、海盜桶、丟擲瓶蓋與操作砸派機，在實作過程中，學生將學會如何計

算古典機率值（計算會使帽子漏水的水管之機率和計算一次就放到會使海盜叔叔彈

起來的洞之機率），以及藉由紀錄（個人、組別以及全班）丟擲瓶蓋的結果，感受

「大數法則」的觀點。 

然而在真實情境中使用機率推論或解決問題時，主觀機率、頻率機率和古典機

率的機率概念都必須能靈活地被交互應用才行（單維彰、許哲毓，2019）。所以在

教材中加入擲瓶蓋的活動操作，請學生寫下認為擲瓶蓋擲出正、反、側三面的機率，

為主觀機率，利用餘事件算出瓶蓋擲出非正面的機率，為古典機率，讓學生從餘事

件的觀點去修正自己寫下的主觀機率值，此為古典機率連結主觀機率。透過大數法

則的觀點，丟擲瓶蓋的活動，與古典機率之「理想值」對應，此又為連結頻率機率。 
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值得一提的是，教材內容中丟擲瓶蓋的實作活動，此為研究者參考日本教科書

所編製，相較於我國教材中，最常見的活動不外乎丟擲硬幣的試驗，但硬幣為一公

正物體，且正、反面出現的機率各為 1
2
，考量學生在操作時可能無較深刻的印象，

而瓶蓋為不公正物體，無法直觀地寫出各試驗發生的機率，需由實驗的結果觀察出

每一情況發生情況的機率值不同，且事件的機率值會因試驗的次數越多次而趨近於

一定值。期望藉由瓶蓋的舉例以及實作，加深學生對於頻率機率之概念的理解與應

用。 

此編排之目的在於，讓學生透過生活情境中的問題，連結生活經驗，來理解機

率概念和學會計算試驗的機率值。 

第五節 不確定性桌遊設計 

TIMSS報告指出臺灣學生本身的學習意願低落，但學習表現卻不差。因此，研究團

隊在機率課程中，打造一項結合教學內容的桌上遊戲，命名為雲單毓起。透過桌上遊戲

（簡稱桌遊），在遊戲的過程中可訓練遊戲者大腦邏輯推論（侯采伶，2016），且教育

類桌遊可以在彈指遊戲間幫助孩子，也能從複雜的桌遊學會邏輯、推理、表達和專注（李

岳霞，2015）。 

桌遊的目標除了符合本研究之課程模組，亦考量十二年國教的素養導向。因此，也

將系統思考、解決問題、符號運用、溝通表達、及人際團隊合作等素養，列入桌遊操作

的要點中。而這些素養適合用來創造 21 世紀學習需要的問題情境（詹明峰、張鐵懷，

2018）。 

然而編製一個桌遊十分不易，有諸多考量。為滿足桌遊的創新度和豐富性且製作教

具的經費有限，自行製作桌遊教具為第一考量。製作有效教學的桌遊，使得桌遊與教學

內容密切相關，但又不失有趣性，此為第二考量。因桌遊為輔助課堂教學，遊戲內容不

宜太過複雜，且方便於課程中執行，桌遊的規則設計則為第三考量。總結以上，如何編

製符合上述三點考量的桌遊為研究團隊的一大課題。 

在設計過程中，主要參酌線上桌遊「璀璨寶石」。研究團隊反思在課程中使用遊戲

教學與操作線上桌遊的經驗，研擬設計出一套達到寓教於樂效果的桌遊。將點數、關卡、
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經驗值與等級等遊戲機制融入閱讀與數學的學習（陳德懷，2011）。以歷史科古歐洲的

封建制度發展，為桌遊的故事背景，以籌碼和卡片為教具。以下簡單說明遊戲： 

卡片共有三類，貧民（白色卡片）、百姓（綠色卡片）和貴族（粉色卡片）。貧民

為奴役，可被視作一商品，價值為在被交易買賣時可換取金錢，購買更高階級的卡片，

百姓為封臣，價值為擁有土地的產出（在桌遊中即為獎勵），例如：糖果，同樣地百姓

亦可被交易，換取購買貴族卡片的籌碼；貴族為領主，擁有最多財富，在課堂中便是擁

有糖果和餅乾等財產，和擁有些許特權，例如「指定」為指定他組任一人回答問題，若

答對，則指定的組別獲得籌碼，若答錯，則被指定的組別被扣奪籌碼。 

卡片左上方為分數，即購買卡片時便可獲得該張卡片的分數，貴族擁有崇高的地位，

故分數最高，依此類推，貧民的卡片分數最低，最後擁有卡片總分最高的組別獲勝，可

獲得獎勵。 

在第七次的機率課堂，教師講解桌遊規則後，各組猜拳決定回答順序，組別可選擇

1~15號問題（此序號與題號無關）回答。教師抽籤，抽到對應號碼的組員負責回答。教

師檢討題目，若答對，教師立刻給予籌碼，該組約有 20 秒的時間購買黑板上的卡片。

當卡片被購買後，教師在黑板上補上新的卡片。在學生回答的過程中，藉由口語化訓練，

有助於培養跟機率有關的「解讀與詮釋」能力。透過學生的表達，亦可釐清機率迷思。

此外，卡片上的籌碼與分數，因階級不同，故在黑板上有限的卡片（隨機放置卡片），

決定是否購買檯面的卡片。以及在有限的時間下，如何購買到分數較高的卡片，使其組

別獲勝。正是培養學生「不確定性思考」與「最佳化決策」的能力。 

第六節 研究方法與工具 

一. 研究方法 

本研究將以複本測驗的方式進行資料的統計分析，分析學生經過完整的機率教學後，

其解決機率問題的能力之提升。所以本研究將編製「學前測驗」、「學後測驗」和「延

後測驗」試卷，做為學生起始能力、機率思維的進展之分析，以及機率教學保留成效之

探討。 

此外，本研究亦從學生試卷中的作答理由和解題過程做質性分析，探討八年級學生

是否能學會機率課程。研究者將分析學生在接受機率教學前，具備哪些自發性機率概念，
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以提供本研究編製機率課程之素材，以及經過完整的機率教學後，學生解決機率問題的

進展表現和有哪些常見的機率迷思及錯誤類型，以提供本研究建議機率教學內容之調整。 

二. 編製機率試卷 

本研究將採用許哲毓、單維彰（2018）所建立之數學「不確定性」教材與評量之分

析規準，以深入機率課程內涵的研究。這一套規準分為知識向度：主觀機率、古典機率、

頻率機率、統計量、圖表判讀、樹狀圖，與認知向度：概念理解、程序執行、數學思維

的解題思考、不確定性思維的解題思考。各概念細項說明於表 3和表 4。 

本研究考量機率測驗試卷是否能有效測得學生之表現，前後共經過兩次預試，兩次

樣本數皆選取 100人以上。 

研究者將機率試卷試題分為四碼說明： 

第一碼：I為第一次預試，II為第二次預試。 

第二碼：A表示第一大題是非題，B表示第二大題（簡答及）計算題，C表示第三大

題想一想（第一次預試無第三大題）。 

第三碼：數字用以表示題號。 

第四碼：(1)、(2)分別表示題目之小題；若無小題，則省略第四碼。 

舉例說明：I-A-2 表示第一次預試的是非第 2 題，II-B-9-(1)表示第二次預試的計算第 9

題第(1)小題。 

本研究的第一次預試試卷（請見附錄二）為紙筆測驗，試題來源主要參考歷屆基測

與會考試題。第一次預試，選取北部地區 3間學校的七年級學生，合計 272名學生為預

試樣本。測驗時間為 45 分鐘，在該班教師協助下完成測驗。試卷的分數制定為每題 1

分，共 15 分，在試題效度上，採內容效度及專家效度，內容效度以雙向細目表來分析

試題、知識向度與認知向度之間的關係，如表 5所示；專家效度則為研究指導教授、許

哲毓博士候選人及研究者進行三角檢證所建構。 
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表 3                                                                       
「不確定性」知識向度各概念細項的定義 

表 4                                                                       
「不確定性」認知向度各概念細項的定義 

 

   

知識向度 定義 

主觀機率 
指一個事件發生的機率由某人決定，包括設計上的安排設定，或

者根據相信的程度而評定。 

古典機率 
假設樣本空間 S 中的每一個樣本出現機會均等，則事件 A發生

的機率𝑃(𝐴) = 5(6)
5(7)
，其中𝑛(∗)表示樣本個數。 

頻率機率 用實驗設計所觀察的事件發生相對次數，當作事件發生的機率。 

統計量的知識 對數據進行運算而獲得統計知識，不涉及圖表者。 

圖表判讀 對圖表進行報讀、詮釋和判斷而獲得統計知識。 

樹狀圖 將原始數據或統計量依指定的或適用的樹狀圖繪製出來。 

認知向度 定義 

概念理解 能以記憶性的知識來辨識、轉換機率或統計的概念或原理。 

程序執行 
能選擇適當的機率或統計定義、公式執行計算，能判讀圖表呈現

的資訊，能製作指定的圖表，並能檢驗結果的正確性。 

數學思維 

的解題思考 

遭遇不確定的情境時，能組織機率或統計的知識，根據定義、定

理或公式做「確定」的演算或推論，以解決問題。 

不確定性思維 

的解題思考 

遭遇不確定的情境時，能組織機率或統計的知識，必要時輔以計

算，在「不確定」的前提之下做出合理的判斷或決策。 
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表 5                                                                       
第一次預試試題分析之雙向細目表 

根據雙向細目表和預試結果，雖然第一次預試試卷其 𝛼	值為 0.787，已是一份可進

行施測的試卷。但是從雙向細目表來看，古典機率的出題比例偏高，所以刪除部分古典

機率的試題。且在試卷中應多增加主觀機率、頻率機率和樹狀圖的試題。而指導教授、

許哲毓博士候選人與研究者編修試題後，需經第二次預試來確認新修編試卷的品質與參

數，故以第一次預試試題搭配新修編試題，為第二次預試試題，以表 6簡單說明。  

 認知向度 

 

 

知識向度 

概念理解 程序執行 
數學思維 

的解題思考 

不確定性思維 

的解題思考 合計 

（比例） 
題號 配分 題號 配分 題號 配分 題號 配分 

主觀機率 I-A-1 1       
1 

（7%） 

古典機率 

I-A-2 

I-A-4 

I-B-1 

I-B-2 

4 

I-B-3 

I-B-4 

I-B-6 

3 

I-B-5 

I-B-7 

I-B-10 

3 I-A-3 1 
11 

（73%） 

頻率機率       I-B-11 1 
1 

（7%） 

樹狀圖   I-B-8 1 I-B-9 1   
2 

（13%） 

合計 
5 

（33%） 

4 

（27%） 

4 

（27%） 

2 

（13%） 

15 

（100%） 
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表 6                                                                       
第一次預試試題決策表 

從表 6中，可看出研究者將部分數據良好的試題刪除，例如：I-B-3及 I-B-10，原因

乃為這幾題與 I-B-4 為類似題型，預測概念皆為古典機率的計算，但因本研究需測量多

種機率類型的試題，試卷題數不宜過多，故將試題刪除。 

本研究第二次預試試卷（請見附錄三）為紙筆測驗，試題來源除了第一次預試的優

良試題外，尚參考歷屆基測與會考試題、三大版本課本、習作、測驗卷練習題，和指導

教授、許哲毓博士候選人與研究者自編之試題，三人加以討論編寫，成第二次預試試卷。

第二次預試，採用群集抽樣，盡量排除地區性差異，分為北區和中區，共 4個班級，合

題型 題號 
客觀的題目分析 

決策 
答對率 

高分組

答對率 
低分組

答對率 
難度 鑑別度 

是非題 
A 

1 0.73 0.81 0.67 0.74 0.14 刪除 

2 0.92 0.98 0.82 0.90 0.16 刪除 

3 0.79 0.92 0.58 0.75 0.34 保留 

4 0.85 0.97 0.71 0.84 0.26 更改題目敘述 

簡答及 
計算題 

B 

1 0.78 0.98 0.48 0.73 0.50 刪除 

2 0.84 0.94 0.67 0.81 0.27 更改題目類型	

3 0.72 0.96 0.37 0.67 0.59 刪除 

4 0.72 0.94 0.34 0.64 0.60 更改題目敘述	

5 0.69 0.92 0.30 0.61 0.62 刪除 

6 0.67 0.94 0.27 0.61 0.67 刪除 

7 0.32 0.79 0.01 0.40 0.78 刪除 

8 0.21 0.49 0.03 0.26 0.46 刪除 

9 0.06 0.18 0.00 0.09 0.18 刪除 

10 0.47 0.88 0.11 0.50 0.77 刪除 

11 0.33 0.67 0.08 0.38 0.59 調整題意 
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計 104 名學生為第二次預試樣本。測驗時間為 45 分鐘，在該班教師協助下完成測驗。

試卷的分數制定為是非題每題 2分，其中答案和理由各占 1分；計算題每題 3分，其中

過程 2分、答案 1分；最後一大題想一想一題 1分，總分共 42分，以雙向細目表來分

析試題、知識向度與認知向度之間的關係，如表 7所示。 

表 7                                                                       
第二次預試試題分析之雙向細目表 

第二次預試試卷其 𝛼	值為 0.854。測驗題目部分來自課本例題或歷屆試題，所以試

題品質皆具國家考試的水準，或經由教科書審查通過，部分由研究團隊自編的題目，信

度與效度皆經過預試也有良好的驗證。題目類型涵蓋主觀機率、古典機率、頻率機率、

列舉及樹狀圖。經過測試。根據雙向細目表和預試結果，相較於第一次預試試卷，除了

 認知向度 

 

 

知識向度 

概念理解 程序執行 
數學思維 

的解題思考 

不確定性思維 

的解題思考 合計 

（比例） 
題號 配分 題號 配分 題號 配分 題號 配分 

主觀機率 II-A-1 2     II-C-1 1 
3 

（7%） 

古典機率 

II-A-3 

II-A-4 

II-B-5-(1) 

7 
II-B-1 

II-B-3 
6 

II-B-4 

II-B-5-(2) 
6 II-A-2 2 

21 

（50%） 

頻率機率   II-B-9-(1) 3   II-B-2 3 
6 

（14%） 

樹狀圖   
II-B-6 

II-B-7 
6 

II-B-8 

II-B-9-(2) 
6   

12 

（29%） 

合計 
9 

（21%） 

15 

（36%） 

12 

（29%） 

6 

（14%） 

42 

（100%） 
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信度提升外，試題的分配也較為平均，所以第二次預試試卷經過指導教授、許哲毓博士

候選人與研究者討論及審核後修正，如表 8所示，再稍做編修為學前測驗。 

因考量學前測驗、學後測驗及延後測驗為複本測驗，其試卷的編製應測驗相同概念，

所以將學前測驗的題目修改數字以及變更題目前後順序，為學後測驗試卷及延後測驗試

卷。 

表 8                                                                       
第二次預試試題決策表 

題型 題號 
客觀的題目分析 

決策 
答對率 

高分組

答對率 
低分組

答對率 
難度 鑑別度 

是非題 
A 

1 0.53 0.71 0.50 0.60 0.21 修改題目敘述 

2 0.50 0.82 0.18 0.50 0.65 保留 

3 0.57 0.71 0.38 0.54 0.32 保留 

4 0.66 0.88 0.26 0.57 0.62 保留 

計算題 
B 

1 0.47 0.88 0.00 0.44 0.88 增加表格填空 

2 0.57 0.94 0.12 0.53 0.82 保留 

3 0.34 0.71 0.00 0.35 0.71 修改題目敘述 

4 0.23 0.50 0.00 0.25 0.50 保留 

5 
(1) 0.48 0.85 0.03 0.44 0.82 更改示例 

(2) 0.35 0.71 0.00 0.35 0.71 保留 

6 0.19 0.50 0.00 0.25 0.50 修改題目敘述 

7 0.15 0.47 0.00 0.24 0.47 保留 

8 0.02 0.06 0.00 0.03 0.06 增加提示 

9 
(1) 0.52 0.94 0.03 0.49 0.91 保留 

(2) 0.10 0.26 0.00 0.13 0.26 修改題目敘述 

想一想 
C 

1 0.63 0.79 0.29 0.54 0.50 保留 
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因為第一次預試之目的為測試試卷品質，且第二次預試與正式測驗之試題為複本

測驗，故僅針對第二次預試討論試題決策表及評分規準。以下針對試題決策表有異動

的題目說明： 

l A-1原試題： 

嘟嘟到桃園機場追星，前九次都沒遇到她心愛的男團 BTS，所以第十
次她應該好好念書，不用去追星。 

根據預試結果，多數學生的理由會寫下「應該好好念書」是正確的，因此判定敘述

是正確的。但因此題的預測概念為「時進效應」迷思（陳欣民、劉祥通，2002）。而此

作答與機率並無相關，與學生的價值判斷較有關係，所以將好好念書等字刪除。 

修正後試題： 

嘟嘟到桃園機場追星，前九次都沒遇到她心愛的男團 BTS，所以第十
次她不用去追星。 

l B-1原試題： 

在生物遺傳學上，耳垂分離是由顯性基因所引起，若分別以 A和 a代
表顯性和隱性基因，子源的父母耳垂都是分離的，且已知父母的基因

型都是 Aa，請問子源耳垂分離的機率是多少？ 
HINT： 

 

 

修改提示中的表格，將其挖空，預期從填空的過程中，有助於學生解決機率問題。 

修正後試題： 

在生物遺傳學上，耳垂分離是由顯性基因所引起，若分別以 A和 a代
表顯性和隱性基因，子源的父母耳垂都是分離的，且已知父母的基因

型都是 Aa，請問子源耳垂分離的機率是多少？ 
提示：(完成下方表格) 

 

 

 A a 

A AA Aa 

a Aa aa 

 A a 

A  Aa 

a   



 35 

l B-3原試題： 

負四便利商店推出抽福袋的活動，如表所示福袋內容與該福袋被抽中

的機率，則俊凱抽到的福袋中有衛生紙的機率是多少？ 

福袋內容物 抽中機率 

Pocky+透明奶茶 41
100

 

透明奶茶+五月花 1
4

 

Pocky+透明奶茶+五月花 17
100

 

Apple+Pocky+透明奶茶 3
20

 

Apple+Pocky+透明奶茶+五月花 1
50

 

根據預試結果，有少數學生無法判斷五月花為衛生紙，而造成答題錯誤，為避免

在正式測驗時，有相同情況發生，故在題目中補述五月花衛生紙。 

修改後試題： 

負四便利商店推出抽福袋的活動，如表所示福袋內容與該福袋被抽

中的機率，則俊凱抽到的福袋中有五月花衛生紙的機率是多少？ 

福袋內容物 抽中機率 

Pocky+透明奶茶 41
100

 

透明奶茶+五月花 1
4

 

Pocky+透明奶茶+五月花 17
100

 

Apple+Pocky+透明奶茶 3
20

 

Apple+Pocky+透明奶茶+五月花 1
50

 

l B-5-(1)原試題： 

從連續正整數 40、41、42、……、97、98、99中隨機取一數，則 
(1)個位數字等於十位數字的可能有哪幾種？ 

(例：11、22、33……) 

根據預試結果，學生易受題目舉例的影響，將舉例中的例子也寫上，寫出 11、22、

33、……、99共 9種答案，但研究者認為學生並非不瞭解題意所問，故將題目中的舉例

更改為其中一答案。 
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修正後試題： 

從連續正整數 40、41、42、……、97、98、99中隨機取一數，則 
(1)個位數字等於十位數字的可能有哪幾種？ 
(例：77) 

l B-6原試題： 

劉老師以抽籤的方式決定到江辰、小希、柏松三位學生家各做一次家

庭訪問的順序，則江辰是第二個被家庭訪問的機率為多少？ 

根據預試結果，多數學生直接寫出答案為	1
B
，並無其他過程，研究者無法判斷學生

是否經過計算後得知答案，或是根據題目有三位學生，直接猜測答案。討論後，調整題

意所問，再加入一條件「小希是第一個被家庭訪問」，避免發生學生臆測之情況。 

修正後試題： 

劉老師以抽籤的方式決定到江辰、小希、柏松三位學生家各做一次家

庭訪問的順序，則小希是第一個、江辰是第二個被家庭訪問的機率為

多少？ 

l B-8原試題： 

川大大、習大大、安大大三位領袖玩猜拳遊戲，決定如何制裁北韓，

假設每人出剪刀、石頭、布的機率都相等，則猜一拳不分勝負的機率

是多少？ 

根據預試結果，學生在作答三人猜拳不分勝負的情況時，只會寫出三人出相同的拳

種，未多加思考仍有三人皆出不一樣的結果之可能，故題目後方給予提示，提醒學生其

他的可能性。而此題的難度和鑑別度皆不理想，但經過與指導教授討論後，因此題乃為

此機率教學實驗之關鍵，在未學習樹狀圖之前，學生未能正確地將 9種可能結果列出。

期望經過機率教學後，學生能利用樹狀圖系統性地列出 9種可能結果，故仍保留此題。 

修正後試題： 

川大大、習大大、安大大三位領袖玩猜拳遊戲，決定如何制裁北韓，

假設每人出剪刀、石頭、布的機率都相等，則猜一拳不分勝負的機率

是多少？ 
提示：除了三人出同樣的，還有其他狀況喔！ 

 



 37 

l B-9原試題： 

福珠為了練舉重，考慮要不要吃蘇打餅乾，她選擇吃蘇打餅乾的機率

為 2
B
。選擇完蘇打餅乾之後，再決定要不要喝草莓牛奶，不論有沒有

吃蘇打餅乾，選擇喝草莓牛奶的機率都是 B
C
。 

(1) 福珠不吃蘇打餅乾的機率為多少？ 
(2) 福珠選擇不吃蘇打餅乾，但要喝草莓牛奶的機率為多少？ 

根據預試結果，原試題「不論有沒有吃蘇打餅乾，選擇喝草莓牛奶的機率都是 B
C
。」，

易使學生產生答題上的混淆，第(2)小題作答 B
C
，故將題目重新敘述。而第(2)小題的難度

和鑑別度皆不理想，但經過與指導教授討論後，因此題欲探究八年級學生是否能自行理

解獨立性的概念，及經過機率教學後，樹狀圖的結構是否有助於理解獨立性概念，故仍

保留此題。 

修正後試題： 

金福珠為了練舉重，她選擇吃蘇打餅乾的機率為 2
B
。選擇完蘇打餅乾

之後，再決定要不要喝草莓牛奶，則她選擇喝草莓牛奶的機率是 B
C
。 

(1) 福珠不吃蘇打餅乾的機率為多少？ 
(2) 福珠選擇不吃蘇打餅乾，但要喝草莓牛奶的機率為多少？ 

三. 機率試卷評分規準 

因本研究需探討學生的作答情況，且理由為批改者之主觀看法，故制定一評分規準，

如表 9 所示。以下針對試卷的評分規準簡易說明：（1）為了將學生是非題的答案和理

由分開計算，所以是非題的計分為一題 2分，但單題需滿分方算全對。（2）為了將學生

計算題的答案和過程分開計算，且考量學生在計算過程可能有粗心或計算錯誤等失誤，

所以計算題的計分為答案 1分，理由 2分，單題滿分為 3分，需滿分方算全對。 
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表 9                                                                       
第二次預試的機率測驗試卷評分規準表 

題號 評分依據 
給分規準 

給分 規準 

A-1 擁有主觀機率之概念，但不

會認為前九次皆未遇到，而

第十次也不會遇到（未有正

時進效應迷思）。 

1分 不因前九次皆未遇到，而放棄第十次

可能遇到的機會。 
1分 認為有遇到的可能，但是有可能有其

他因素，例如：要好好讀書、收集追

星資料等。 
0分 機率概念錯誤，認為若遇到的機率為

	 1
1D
，則前 9次沒遇到，第 10次一定

會遇到。 
0分 機率概念錯誤，認為只有遇到和不遇

到兩種可能，所以遇到的機率為	1
2
。 

0分 言之無物。 

A-2 判斷正確的樣本分群。 1分 中獎發票數量少，中獎機率小於	1
2
。 

1分 根據生活經驗判斷，中獎機率未達	1
2
。 

0分 只有中獎與不中獎兩種可能，故中獎

機率為	1
2
。 

A-3 能瞭解機率值為一理想值。 1分 20次為理想次數，實際結果可能遠低
於或遠高於 20次，也有可能 1次都
沒有，也有可能 120次皆丟出 6點。 

1分 些許因素（力道、角度、運氣等）造

成不會剛好出現 20次。 

0分 認為其他面點數會較常出現，未有公

正骰子之概念。 

0分 每一面被擲出的機會均等，故答案為

(次)。 

A-4 機率值範圍介於 0~1之間，
且不可能發生的事件其機

率值為 0。 

1分 機率值介於 0~1之間。 

1分 骰子沒有 7點。 

（續下頁） 

120 6 20÷ =
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0分 擲出的機率為	1
C
。 

B-1 利用機率值公式 

𝑛(該事件發生的結果)
𝑛(所有可能發生的結果)

 

，判斷出正確答案為	B
E
。 

2分 完成表格，從表格知所有可能發生的

結果有 4種，發生耳垂分離的情況有

3種，答案為	B
E
。 

2分 利用餘事件解題，發生耳垂分離的機

率值=1－發生耳垂緊貼的機率值，答

案為1 − 1
E
= 	 B

E
。 

1分 未具生物顯、隱性基因之概念，根據

題意判斷耳垂分離基因型只有 Aa 一

種，將答案寫作 2
E
，仍具有機率值之

概念。 

1分 將兩種 Aa 視為重覆情況，故所有可
能發生的結果為 3種，具簡單的機率
值概念，但有樣本空間錯誤之迷思。 

0分 未能正確作答。 

B-2 知道頻率機率如何操作與

應用。 
2分 正確計算出答案，四捨五入，寫出答案

為 62或 63個。 
2分 計算出答案為 62.5個。 

2分 過程中將數字捨五入，造成算出結果

與答案有些許誤差。 
例：2500÷200=12.5≒13 

13×5=65（個） 
2分 正確列出算式，但過程計算錯誤（答案

0分）。 
0分 未能正確作答。 

B-3 機率值相加。 2分 將機率值相加。 

2分 將機率值相加但計算錯誤（答案 0
分）。 

2分 看錯題意，將錯誤的機率值相加，但仍

具有機率值相加之概念。 

0分 機率概念錯誤，作答	B
H
。    （續下頁） 
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0分 機率概念錯誤，將機率值相乘。 

B-4 列舉出所有可能發生的結

果，並會計算其機率值。 
2分 列舉出所有結果或列出部分結果即可

有邏輯算出所有結果數，再計算出機

率值。 

2分 正確畫出樹狀圖。 

2分 未能清楚理解題意，但仍具列舉能力，

列出所有偶數情況（答案 0分）。 
2分 扣除 A、B 兩骰為相同點數的情況，

但仍具列舉之能力。 

0分 未能正確作答。 

B-5-(1) 列舉出所有可能發生的結

果。 
2分 利用列舉或樹狀圖，寫出所有的可能

結果。 
2分 僅寫出可能的結果有 6 種，但未列舉

出 6種可能（答案 0分）。 
2分 列舉錯誤，列出超過或少於 6 種答案

（答案 0分）。 

0分 未能正確作答。 

B-5-(2) 利用機率值公式 

𝑛(該事件發生的結果)
𝑛(所有可能發生的結果)

 

，判斷出正確答案為	 1
1D
。 

2分 根據上題答案，且能算出所有可能結

果為 60種，答案為	 1
1D
（

I
ID
亦可）。 

2分 所有可能結果計算錯誤或上題答案錯

誤造成錯誤，但知道如何利用公式求

出答案（答案 0分）。 
0分 未能正確作答。 

B-6 利用樹狀圖有系統性地列

出所有的 6種可能結果，算

出機率值為	1
B
。 

2分 利用樹狀圖或列舉，寫出正確答案。 

2分 共有 3 人，任選一人為第二個被家庭

訪問，機率為	1
B
。 

1分 未能清楚理解題意「各做一次家庭訪

問」，畫出樹狀圖為第一位被家庭訪問

後，同一個人仍有可能被第二次家庭

訪問。 
0分 未能正確作答。 

   
 
 

（續下頁） 
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B-7 1. 利用樹狀圖有系統性地
列出所有的 6 種可能結

果，算出機率值為	1
I
。 

2. 利用獨立性概念，做出

答案為 1
I
。 

3. 利用乘法原理算出所有
可能結果共有 6 種，進

而判斷答案為	1
I
。 

2分 利用樹狀圖、列舉，寫出正確答案。 
 

2分 早餐吃到肉的機率為	1
2
，午餐吃到肉

的機率為	1
B
，利用獨立性概念作答

	1
2
× 1
B
= 	 1

I
。 

2分 乘法原理算出所有可能結果為 2×3
種，而兩餐皆吃肉的可能結果為其中 1

種，答案為	1
I
。 

1分 畫出樹狀圖，早餐未吃到的，仍有可能

在午餐被吃到。 

0分 機率概念錯誤，作答 2
H
。 

 

0分 早餐有吃到肉的機率為	1
2
，午餐有吃到

肉的機率為 	1
2
，（ 	1

2
為有吃到或沒吃

到），所以答案為	1
E
。 

B-8 利用樹狀圖有系統性地列

出所有的 27 種可能結果，
並從樹狀圖中判斷出 9 種
不分勝負的情況，算出機率

值為	1
B
。 

2分 利用樹狀圖、列舉，寫出正確答案。 

1分 僅考慮三人出相同拳法為平手狀況，

未考慮三人出不同拳法的平手情況。 

0分 
三人猜拳，故臆測答案為	1

B
（答案 1

分）。 
0分 未能正確作答。 

B-9-(1) 利用餘事件概念解題，計算

出答案為	1
B
。 

2分 從樹狀圖結構中，計算出答案為	1
B
。 

2分 餘事件解題，未吃餅乾的機率值=1－
（選擇吃餅乾的機率值），答案為計算

出答案為1 − 2
B
= 1

B
。。 

0分 未能正確作答。 

（續下頁） 



 42 

B-9-(2) 利用獨立性概念解題，將機

率值相乘，算出答案為	1
C
。 

2分 將機率值相乘，答案為
1
B
× B
C
= 1

C
。 

0分 將機率值相加。 

0分 吃且喝、吃但不喝、不吃但喝、不吃且

不喝 4 種可能結果，故答案為將機率

值相乘，答案為	1
E
。 

C-1 擁有主觀機率概念，並明白

機率值範圍為 0至 1之間。 
1分 能依照主觀價值判斷寫出機率值。 

0分 未能正確作答。 

四. 機率實驗課程回饋單 

本研究為理解學生在接受機率實驗課程後之態度上的感受，故在課程完成後，由學

生填寫一份課程回饋單。內容如：你覺得你可以利用樹狀圖解釋事件的機率？你閱讀和

寫過這本書後，你學到了什麼？（詳見附錄七）希冀從學生的論述中，瞭解學生的學習

狀況，並統整出有價值之建議，以改善機率實驗課程。 

第七節 資料收集 

一. 機率測驗題目卷 

首先，本研究實施的機率測驗試題共有 14題，測驗時間為 45分鐘，研究對象在該

班教師協助下完成測驗。機率測驗分為學前測驗、學後測驗及延後測驗。 

學後測驗對應學前測驗以檢視學習成效，其實施時間分別為機率實驗課程開始前一

週（2018年 4月）和結束後一週（2018年 6月），實際採計人數為 A班 28人，B班 27

人，C班 29人，D班 27人，共回收 111份試卷。 

延後測驗對應學後測驗以檢視教學保留效果，其實施時間為機率實驗課程結束約六

個月後（2018年 11月），實際採計人數為 A班 27人，B班 23人，C班 29人，D班

26人，共回收 105份試卷。 

二. 機率實驗課程回饋單 
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本研究設計之課程回饋單共有 7 題，與學後測驗同時實施。實際採計人數為 A 班

28人，B班 27人，C班 29人，D班 27人，共回收 111份回饋單。 

第八節 資料分析 

本研究將蒐集「學前測驗試卷」、「學後測驗試卷」、「延後測驗試卷」及「機率

實驗課程回饋單」，採用「量化分析」輔以「質性分析」之方式進行資料的統計與分析。

在量化分析方面，以 R進行描述性統計、相依樣本單因子變異數分析（Repeated Measures 

ANOVA）和多重比較分析檢定（Multiple comparison analysis testing），輔以各題之進步

幅度，藉以討論經過機率實驗課程教學後，學生的機率思維有何進展？學生解決機率問

題的進展表現為何？以及經過完整的機率教學後，教學的保留成效如何？並從文本資料

中，探討學生常見的機率迷思與樹狀圖錯誤類型，以及學生學後之情意改變。 

本研究將蒐集「學前測驗試卷」、「學後測驗試卷」、「延後測驗試卷」及「機率

實驗課程回饋單」，採用「量化分析」輔以「質性分析」之方式進行資料的統計與分析。 

在量化分析方面，以 R 進行描述性統計、相依樣本單因子變異數分析(Repeated Measures 

ANOVA)和多重比較分析檢定(Multiple comparison analysis testing)，輔以各題之進步 幅

度，藉以討論經過機率實驗課程教學後，學生的機率思維有何進展?學生解決機率問 題

的進展表現為何?以及經過完整的機率教學後，教學的保留成效如何?並從文本資料 中，

探討學生常見的機率迷思與樹狀圖錯誤類型，以及學生學後之情意改變。 

特別說明，因歷經六個月，原研究對象中的幾位學生轉出原學校和幾位因特殊原因

未到校進行施測的學生，「學前測驗試卷」、「學後測驗試卷」及「延後測驗試卷」三

份試卷的樣本數未達一致。但考量資料收集需完整，故使用 R 軟體 car package、tidyr 

package和 dplyr package之功能，進行遺漏值之估計，共 6筆，以便研究結果分析。 

本節將在以下個別說明資料分析中的資料編碼及機率測驗試卷。 

一. 資料編碼 

研究者將機率測驗試卷的試題分為四碼說明： 

第一碼：III為學前測驗，IV為學後測驗。 

第二碼：A表示第一大題是非題，B表示第二大題計算題，C表示第三大題想一想。 
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第三碼：數字用以表示題號。 

第四碼：(1)、(2)分別表示題目之小題；若無小題，則省略第三碼。 

舉例說明：III-A-3表示學前測驗的是非第 3題，IV-B-4-(2)表示學後測驗的計算第 4題

之第(2)小題。 

特別說明，本研究所呈現之圖表皆是以「學前測驗試卷」的題號為代表，以方便研究者

與讀者閱讀，如圖 7、圖 29、圖 30和圖 32。 

二. 機率測驗試卷 

研究者將分別蒐集「學前測驗」、「學後測驗」和「延後測驗」試卷，作為學生起

始能力、機率思維進展、解決機率問題的能力和教學保留效果之判斷。試卷的分數制定

為是非題每題 2分，其中答案和理由各占 1分；計算題每題 3分，其中過程 2分、答案

1分；最後一大題想一想一題 1分，共 42分。 

根據研究對象在機率測驗的答對率，搭配研究工具—數學「不確定性」教材與評量

之分析規準，用以量化數據資料，接著進行資料的統計與分析。研究分析採取相依樣本

單因子變異數分析和多重比較分析檢定來探討學生經過完整的機率教學後，其解決機率

問題的能力以及機率教學的保留成效。除了數據資料外，研究者亦將針對學生在試卷中

寫下的理由及計算過程做質性分析，探討學生在未經正式機率課程前，解決機率問題的

能力狀態，以及經過完整的機率教學後，學生解決機率問題的進展表現。 

三. 機率實驗課程回饋單 

研究者將蒐集機率實驗課程回饋單，以瞭解學生在機率課程後的感想及回饋。選取

回饋單之核心問題，第 6題「你閱讀和寫過這本書後，你學到了什麼？」作為探討學生

在經過機率課程後，認為自己的機率思維進展以及對於機率課程之回饋。 

本研究共回收 111份回饋單，其中僅一位學生並未回答第 6題，故此題之有效樣本

為 110份。研究者將學生給予之回饋分為三種類型：第一類型為未學過機率的學生，表

示自己經過本實驗之機率課程後，建立哪些機率概念；第二類型和第三類型為已學過機

率的學生對於本研究機率課程的回饋，能說明與曾經接觸過的機率課程不同之處或在課

程種釐清原有的錯誤機率概念。而第三類型，能展現涉及高中階段機率概念的表現。 
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第四章 研究結果 

本章欲分析學生在經過完整的機率教學後，其機率思維的進展表現與教學的保留效

果，以及探討學生在學習機率時的狀況、解決機率問題時容易產生的迷思和在繪製樹狀

圖時，易產生的錯誤類型。分別說明機率測驗的結果、機率課程、學生課後感想及回饋、

機率教學的驗證、教學工法及結果討論。最後將根據研究結果進行分析與簡單歸納結論。 

第一節 機率教學成效測驗 

本研究採用相依樣本單因子變異數分析，其中選定學前測驗、學後測驗和延後測驗

三份試卷作檢定。描述性統計結果如表 10。實際採計人數為 A班 28人，B班 27人，C

班 29人，D班 27人，合計 111名學生。六個月後的延後測驗，實際採計人數為 A班 27

人，B班 23人，C班 29人，D班 26人，合計 105名學生。 

表 10                                                                      
機率教學成效測驗之描述性統計 

由相依樣本單因子變異數分析的結果，可知 F 值為 207.723， p 值小於 0.05 達顯

著，如表 11。顯示三次測驗之平均數是有差異的，而本研究目的為探討經過完整的機率

教學後，學生的機率概念是否成長及教學保留效果。但無法得知哪些測驗間是有差異的，

所以本研究採用事後比較檢定（Post hoc tests），進行成對比較（Pair wise difference），

採用其中的 Tukey’s Test進行測試，結果如表 12。 

  

類別 平均分數 標準差 樣本數 

學前測驗 16.69 8.19 111 

學後測驗 26.49 10.80 111 

延後測驗 26.93 9.97 105 
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表 11                                                                      
相依樣本單因子變異數分析 

 自由度 平方和 平均平方和 F p值 

組間 2 7357.6 3678.8 207.723 2.2×  

組內 110 27035.9 245.8   

殘差 214 3790.0 17.7   

事後比較結果顯示，「學前測驗對學後測驗」 p 值小於 0.05 達顯著，且平均分數

之差為正數，表示經過完整的機率教學後，學生的機率知識有明顯的提升；「延後測驗

對學後測驗」 p 值大於 0.05，表示經過半年，學生的機率學習有保留效果，顯示課程的

成效顯著。特別說明，雖然「學前測驗對延後測驗」p值小於 0.05達顯著，但是在此並

不探討，因為經過機率教學後的表現勢必會高於教學前。 

表 12                                                                      
事後比較檢定 

 平均分數之差 
信賴區間 

p值 
下界 上界 

學後測驗–學前測驗 9.79 8.46 11.13 < .05 

延後測驗–學前測驗 10.24 8.89 11.59 < .05 

延後測驗–學後測驗 0.45 -0.91 1.80 0.72 

接著，本節將對「學前測驗對學後測驗」和「延後測驗對學後測驗」的結果進行探

討。 

一. 學前測驗對學後測驗 

研究者將各題答對人數以長條圖表示，示如圖 7。由圖 7中，可以看出每題的答題

人數明顯地上升之外，研究者亦將從答題狀況分析解決機率問題的進展表現及在學習機

率時易產生的機率錯誤類型，以下進行說明。 

 

1610-
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圖 7學前測驗與學後測驗各題答對人數長條圖 

本研究將透過學生的答對率分析「不確定性」概念的各向度中，學生機率概念的進

展表現。每一題答對人數除以總受測人數，定義為該題之答對率。 

研究者為了分析在經過完整的機率教學後，學生在各題的成長表現，將每一題的學

後測驗答對率減去學前測驗答對率，定義為該題之進步幅度。如果該題之進步幅度為正

數，表示此題為正成長；反之，則為負成長；如果該題之進步幅度為零，表示此題為零

成長。再來，比較整體平均數和標準差，我們以一個標準差判斷各題成長的幅度。 

本測驗平均進步幅度為 0.21，標準差為 0.14。結果顯示，不論進步幅度高於或低於

進步率之平均數加減一個標準差，在整體表現而言皆是正成長；只是如果低於一個標準

差，意味成長幅度未達平均成長水準。 

（1） 主觀機率 

主觀機率的兩道題目皆為正成長，但兩題之進步幅度皆低於 1個標準差，如表

13。但在學前測驗的答對率來看，兩題的答對率皆大於 0.5，表示學生在接受本研

究的機率教學前，對於主觀機率已有初步的認知，或許是這個原因，導致經過機率

教學後，進步幅度較不明顯。以下針對各題逐一探討： 
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表 13                                                                      
機率測驗－主觀機率的答對率與進步幅度 

l 主觀機率的概念理解 

嘟嘟到桃園機場追星，前九次都沒遇到她心愛的男團 BTS ，所以
第十次她不用去追星。 

此題為進一步探討「時進效應迷思」對於主觀機率的影響，由學生自行判斷是否前

往追星，在前九次未遇見明星的狀況下，第十次是否就不可能遇見明星，與「丟擲一顆

公正骰子，前五次皆出現 6點，第六次出現 6點的機率值是否較高」有異曲同工之處。

整理學生的答題過程中，不論在學前測驗或學後測驗中，皆發現有兩種常見錯誤的答題

型態，第一種為「若遇見明星的機率為	 1
1D
，前九次未遇見明星，則第十次一定會遇見」，

如圖 8，此回答表示學生未能理解機率值為理想值，即在 10次的會面中，未必會遇見 1

次；第二種為「僅有遇見和不遇見兩種可能，故遇見明星的機率為	1
2
」，如圖 9，這表示

學生對於樣本分群存有迷思。 

圖 8常見的錯誤答題型態-1 

圖 9常見的錯誤答題型態-2 

  

認知向度 概念理解 不確定性思維的解題思考 

測驗 學前 學後 學前 學後 

答對率 

(對應題號) 

0.65 

(III-A-1) 

0.72 

(IV-A-3) 

0.75 

(III-C-1) 

0.82 

( IV-C-1) 

進步幅度 0.07(低於平均數 1個標準差) 0.07(低於平均數 1個標準差) 
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l 主觀機率的不確定性思維的解題思考 

民國 108年時，請你(妳)評估自己考上中大附中(中壢高中)的機率是
多少？ 

研究者分析學生的作答內容，發現學生在接受相關的機率教學前，已清楚瞭解機率

值的範圍介於 0％至 100％之間。而此題在每個班級的平均答錯人數約 3至 4人，研究

者調閱試卷，發現這些答錯人數的作答情況皆為空白。所以可以說明學生在有作答的情

況下，皆能正確回答此題。 

（2） 古典機率 

將古典機率各題之答對率與進度幅度，整理成表格，但因考量版面配置，分為

兩個表格討論，如表 14和表 15所示。 

表 14                                                                      
機率測驗－古典機率的答對率與進步幅度-1 

認知向度 概念理解 程序執行 

測驗 學前 學後 學前 學後 

答對率 

(對應題號) 

0.46 

(III-A-3) 

0.55 

(IV-A-1) 

0.20 

(III-B-1) 

0.64 

(IV-B-1) 

進步幅度 
0.09 

(低於平均數且未滿 1個標準差) 

0.44 

(高於平均數且超過 1個標準差) 

答對率 

(對應題號) 

0.69 

(III-A-4) 

0.85 

(IV-A-1) 

0.28 

(III-B-3) 

0.41 

(IV-B-6) 

進步幅度 
0.15 

(低於平均數且未滿 1個標準差) 

0.14 

(低於平均數且未滿 1個標準差) 

答對率 

(對應題號) 

0.57 

(III-B-5-(1)) 

0.76 

(IV-B-4-(1)) 
  

進步幅度 
0.19 

(低於平均數且未滿 1個標準差) 
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表 14 中，概念理解在學前測驗的答對率，顯示學生在接受本研究的機率教學

前，已有基本的機率概念，同樣地可以解釋為學生在概念理解的進步幅度較不明顯

的原因。而程序執行的二題進步幅度差異較大，乃是因為其中一題為學生在七年級

下學期生物課程中的習題，經過機率教學後，學生能加深曾經學過的知識印象，並

能得到完整且正確的解釋，所以這也是進步幅度較為明顯的原因；另一題則為測驗

機率值相加的題型，在課程中，並沒有特別強調數學運算符號的使用，但從學生的

進步幅度中，仍可說明在機率教學中，有類似的概念幫助學生理解如何運用運算符

號。 

表 15                                                                      
機率測驗－古典機率的答對率與進步幅度-2 

表 15 中，數學思維的解題思考的兩道題目，皆為正成長。這兩道題目皆為測

驗學生列舉能力之題型，其進步幅度亦皆高於平均數，可說明培養學生系統性列舉

樣本空間的能力之教學是有效的。而不確定性思維的解題思考該題，進步幅度雖不

甚明顯，但在學前測驗的答對率在 0.5左右，顯示多數學生在學前測驗已具備解決

該問題之能力。以下針對各題逐一探討：                                                                   

認知向度 
數學思維 

的解題思考 

不確定性思維 

的解題思考 

測驗 學前 學後 學前 學後 

答對率 

(對應題號) 

0.12 

(III-B-4) 

0.56 

(IV-B-2) 

0.47 

(III-A-2) 

0.51 

(IV-A-2) 

進步幅度 
0.44 

(高於平均數且超過 1個標準差) 

0.05 

(低於平均數且超過 1個標準差) 

答對率 

(對應題號) 

0.32 

(III-B-5-(2)) 

0.58 

(IV-B-4-(2)) 
 

進步幅度 
0.26 

(高於平均數且未滿 1個標準差) 
 



 51 

l 古典機率的概念理解 

連續投擲一顆 1~6 點的公正骰子 120 次(意思是說骰子每一面被擲
出的機會相等)，則「6 點」剛好會出現 20 次。  

在學前測驗，多數學生會直觀地寫下 120× 1
I
=20，認為題目敘述是正確的，部分學

生會根據生活經驗，認為丟擲骰子不會剛好出現 20 次，僅有很少數的學生會正確地寫

出 20 次為一理想值。在經過完整的機率教學後，學生的機率思維提升，多數學生皆能

利用機率語言表達出機率值為一理想值，是經過很多次的試驗而得到的數值，如圖 10。 

值得注意的是，此題在經過完整的機率教學後，進步幅度較低，研究者認為實驗次

數 120次已接近大數法則，很有可能 6點會剛好出現 20次，推測有可能因此造成學生

答題上的錯誤，若將題意改為 30次，也許會更加恰當。 

圖 10學生能使用機率語言表達理由 

l 古典機率的概念理解 

投擲一顆 1~6 點的公正骰子(意思是說骰子每一面被擲出的機會相
等)，則投擲一次丟出「7 點」的機率為	C

I
。 

在學前測驗時，學生能輕易地判斷此題對錯，研究者從學生的理由「骰子不可能出

現 7點」推測，為根據生活經驗而作答。值得一提的是，經過完整的機率教學後，研究

者發現學生在文字表述上的提升，知道如何運用機率語言來進行文字上的敘述，寫下理

由為「機率值介於 0~1之間」，如圖 11。 

圖 11學生在文字表述上的進步 

l 古典機率的概念理解 

從連續正整數 40、41、42、......、97、98、99 中隨機取一數，則個位
數字等於十位數字的可能有哪幾種？(例:77) 
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此題為引導學生列舉出所有結果後，在下一小題完成作答。此題概念容易，常見於

國小數學課程。但在此題的學前測驗，學生未能有很好的表現，乃是因為學生對於題目

文字敘述產生誤解，僅簡答 6種，並沒有將所有結果列舉出來。而經過完整的機率教學，

學生學習到如何列舉後，在學後測驗能將所有的樣本列出，並能完整地作答此題，所以

可以簡單說明學生在經過機率教學後，列舉能力獲得大幅的提升。 

但仍須檢討的是，若將題目問法改成「從連續正整數 40、41、42、......、97、98、

99 中隨機取一數，請列舉出個位數字等於十位數字的所有可能」，也許能更加深入地探

討學生列舉能力的進展。 

l 古典機率的程序執行 

在生物遺傳學上，耳垂分離是由顯性基因所引起，若分別以 A 和 a 
代表顯性和隱性基因，子源的父母耳垂都是分離的，且已知父母的基

因型都是 Aa，請問子源耳垂分離的機率是多少？ 
提示：(完成下方表格) 

 

 

此題為國中生物科題目，學生對於此題型應不感到陌生，但在七年級學習時，未能

理解機率之概念，經過機率教學後，學生能夠明白題目中機率所代表的意義。其中值得

注意的是，在經過完整的機率教學後，研究者發現有些學生會使用繪製樹狀圖的方式，

解決問題，如圖 12。另有一部分學生判斷出耳垂分離的樣本數多於耳垂緊貼的樣本數，

利用「餘事件」解題，如圖 13。 

圖 12學生能使用完整的樹狀圖解決機率問題-1 

 A a 

A  Aa 

a   
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圖 13學生使用餘事件概念解題 

l 古典機率的程序執行 

負四便利商店推出抽福袋的活動，如表所示福袋內容與該福袋被抽中

的機率，則俊凱抽到的福袋中有五月花衛生紙的機率是多少？ 

福袋內容物 抽中機率 

Pocky+透明奶茶 41
100

 

透明奶茶+五月花 1
4

 

Pocky+透明奶茶+五月花 17
100

 

Apple+Pocky+透明奶茶 3
20

 

Apple+Pocky+透明奶茶+五月花 1
50

 

此題為機率值相加的概念，在上述提到機率教學中，未特別強調如何使用數學運算

符號，但有類似的概念幫助學生理解如何運用運算符號，此類似的概念即為在機率教學

中，教導學生使用樹狀圖列出所有節點後，圈選出符合題意的樣本數，再將其加總。雖

在教學上並未正式說明機率相加或相乘的概念，但從該題的進步幅度，說明部分學生從

樹狀圖的圖形結構中，理解了加法概念。但因為未特別教導運算符號的使用，導致學生

在使用數學工具的能力上沒有問題，但卻無法根據題意判斷使用正確的運算符號，如圖

14，但若在教學中能強調透過樹形結構區分加法和乘法的使用，必能使學生更加釐清機

率概念。另一原因為學生樣本空間的迷思，不懂得樣本分群的思維，認為每一樣本分群

皆為對稱，無法理解各分群樣本所對應不同的抽中機率，如圖 15。 
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圖 14學生無法根據題意，使用正確的運算符號-1 

圖 15學生無法理解樣本分群的思維-1 

l 古典機率的數學思維的解題思考 

有兩個 1~6點的公正骰子 A與骰子 B，A骰出現的點數為 a，B 骰出
現的點數為 b，則點數 a與 b依序所組成的數為偶數的機率是多少？ 
例如:當 a=1，b=2時，所組成的數為 12。 

此題的進步幅度非常明顯，研究者發現會有如此大幅的進步乃是因為約有 46%的學

生已具備樹狀圖解題的能力，使得在作答過程中能以較有邏輯性的方式列出所有樣本空

間和寫出正確答案，如圖 16。在繪製樹狀圖的過程中，研究者亦發現有部分學生雖未將

完整樹狀圖畫出，但他們便可以從樹狀圖結構觀察其對稱性，使用乘法原理推導出所有
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樣本數，如圖 17，表示有部分學生已具備抽象性思考之能力。但仍有少部分學生不瞭解

題目所問組合數的意思（即前一小題答錯），導致無法作答，但並不可說明他們未具備

使用列舉或樹狀圖解題之能力。 

圖 16學生能使用完整的樹狀圖解決機率問題-2 

圖 17學生使用乘法原理解題 

l 古典機率的數學思維的解題思考 

從連續正整數 40、41、42、......、97、98、99中隨機取一數，則個位
數字等於十位數字的機率是多少？ 



 56 

此一小題在答對率尚未能有良好的表現，原因為部分學生無法完成數與量的計算

（40~99有 60個數）或上一小題答題錯誤（列舉出個位數字等於十位數字的所有可能），

而造成答題錯誤。但是從他們的作答過程中，可以發現他們已瞭解機率值為

該事件發生的個數

所有可能發生結果的個數
。 

l 古典機率的不確定性思維的解題思考 

統一發票有「中獎」與「不中獎」二種情形，所以中獎機率為		1
2
。  

此題為歷屆基測試題，測驗的是樣本空間分群的迷思。分析學生的答對情況有兩種，

第一種為能清楚說明不中獎樣本數多於中獎樣本數，故中獎機率較低，第二種為利用生

活經驗判斷出中獎機率遠小於 50%，說明學生可以從生活經驗感受機率的思維，如圖 18。

但在分析過程中，發現答錯的學生皆直觀地從字面上的意思，將樣本分群，所以認為中

獎機率為		1
2
，並未正確地判斷樣本空間，表示學生在樣本空間的分群上仍有些迷思，抑

或可能是學生未能清楚明白發票對獎的方式，造成答題錯誤，而這兩個原因也是此題進

步幅度較不明顯的原因。 

圖 18學生使用生活經驗判斷機率問題的對錯 

（3） 頻率機率 

將頻率機率的兩道題目其答對率和進步幅度整理於表 16 中，頻率機率的兩道

題目皆為正成長。從學前測驗的答對率，可以發現學生在接受本研究的機率教學前，

對頻率事件已有基本的概念，或許也是因為如此，答對幅度較不明顯。其中，程序

執行的題目為餘事件，在接受本研究的機率教學前，學生已能從字面上的意思，理

解餘事件；另一題則為不確定思維的解題思考，從學生的解題過程中，亦能發現學

生從七年級數學單元「比與比例式」中，學會計算頻率機率。以下針對各題逐一探

討： 
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表 16                                                                      
機率測驗－頻率機率的答對率與進步幅度 

l 頻率機率的程序執行 

金福珠為了練舉重，她選擇吃蘇打餅乾的機率為 2
B
。 選擇完蘇打餅乾

之後，再決定要不要喝草莓牛奶，則她選擇喝草莓牛奶的機率是 B
C
。

金福珠不吃蘇打餅乾的機率為多少？ 

此題欲測驗餘事件，檢視學生以往所學的數學知識，他們從未學過類似的概念。但

令研究者出乎意料的是，在現今課綱中，餘事件的課程為高中階段的範疇，但竟然有超

過半數的八年級學生能答對此題，研究者也猜測學生應該是從「剩餘」的字面意思去解

釋，看到題目數字為分數，直觀地利用 1扣掉其機率值，如圖 19。也正是如此，研究者

與指導教授討論後，決定將餘事件放入機率實驗課程中，而學後測驗的結果也告訴我們，

八年級學生已能發展解決餘事件問題的能力，並從樹狀圖的結構理解餘事件，如圖 20。 

圖 19未接受機率教學的學生便能使用餘事件概念解題 

認知向度 程序執行 不確定性思維的解題思考 

測驗 學前 學後 學前 學後 

答對率 

(對應題號) 

0.62 

( III-B-9-(1)) 

0.75 

( IV-B-7-(1)) 

0.44 

( III-B-2) 

0.68 

( IV-B-3) 

進步幅度 
0.13 

(低於平均數且未滿 1個標準差) 

0.24 

(高於平均數且未滿 1個標準差) 
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圖 20學生從樹形結構理解餘事件 

l 頻率機率的不確定性思維的解題思考 

鼎猩工廠共生產 2500 個燈泡，從中隨機抽出 200 個做測試，其中有
5個燈泡是瑕疵品，則在整批燈泡中，可能會有幾個是瑕疵品？ 

在學前測驗，多數學生會使用七年級下學期學到比與比例式作答此題。在機率教學

中，雖未特別提及如何計算頻率機率，但透過多個生活實例的講解讓學生感受頻率機率，

所以在學後測驗時，從大多數學生的解題過程中看出，學生學會先求出燈泡的瑕疵率，

再乘以總樣本數 2500 個，進而求出瑕疵品的數量。由此也可見，他們在機率思維上的

提升。 

（4） 樹狀圖 

將樹狀圖的試題分析後，將其答對率和進步幅度整理於表 17。樹狀圖測驗的是

學生繪製樹狀圖以解決機率問題之能力，經過機率教學後，學生皆能學會繪製樹狀

圖，所以各題皆為正成長。但其中有兩題的進步幅度較不明顯，分別為 III-B-6 和

III-B-9-(2)，其中 III-B-6題的進步幅度不明顯的原因為學生的題意理解上產生錯誤，

但從學生的作答過程中，可看出他們都會使用樹狀圖解決機率問題，甚至還可能說

明學生可能隱含條件機率的概念，但可惜的是證據不夠充裕；III-B-9-(2)題則測驗獨

立性概念，因在課程中並未特別強調如何解決獨立性的問題，故可解釋為進步幅度

較不明顯的原因，但從進步幅度中，仍可說明樹狀圖的樹形結構有助於理解獨立性

概念。以下針對各題逐一探討： 
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表 17                                                                      
機率測驗－樹狀圖的答對率與進步幅度 

l 樹狀圖的程序執行 

劉老師以抽籤的方式決定到江辰、小希、柏松三位學生家各做一次家

庭訪問的順序，則小希是第一個、江辰是第二個被家庭訪問的機率為

多少？ 

從學生的作答過程中，發現答錯此題的學生，約有 23%其題意理解錯誤，將題目理

解成「小希為固定第一個被家庭訪問，所以江辰被第二個家庭訪問的機率為 1
2
」，導致繪

製錯誤的樹狀圖，重點是他們都會使用樹狀圖解決此題，如圖 21。這表示學生在閱讀機

率問題時，可能產生文字邏輯上的混亂。但或許我們還可以猜測學生這樣的理解是否隱

藏條件機率的概念，安排小希為第一位之條件下，則江辰為第二之機率為	1
2
。但可惜的

是學生紙本所呈現證據不夠充裕，不過是一項值得後續探討的事情。 

l 樹狀圖的程序執行 

胡一天的早餐選擇有大龍蝦肉貝果或小鳳梨素菜包兩種，午餐選擇有

青醬佐石斑魚肉、紅醬佐茄子或白苦瓜沙拉三種。假設選擇每一樣食

物的機會都相等，則胡一天的兩餐中都有吃到肉的機率為多少？ 

認知向度 程序執行 數學思維的解題思考 

測驗 學前 學後 學前 學後 

答對率 

(對應題號) 

0.05 

( III-B-6) 

0.23 

( IV-B-5) 

0.02 

( III-B-8) 

0.47 

( IV-B-9) 

進步幅度 
0.18 

(低於平均數且未滿 1個標準差) 

0.45 

(高於平均數且超過 1個標準差) 

答對率 

(對應題號) 

0.11 

( III-B-7) 

0.51 

( IV-B-8) 

0.07 

( III-B-9-(2)) 

0.17 

( IV-B-7-(2)) 

進步幅度 
0.40 

(高於平均數且超過 1個標準差) 

0.10 

(低於平均數且超過 1個標準差) 
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從此題的作答過程中，我們發現多數學生仍有樣本空間的迷思，以下為最常見的兩

種迷思，其中一種為不懂得樣本分群的思維，認為每一樣本分群皆為對稱，無法理解各

分群樣本所對應不同的機率，如圖 22；另一種為無法使用正確的運算符號，如圖 23。

但從數據中還是可以發現經過完整的機率教學後，答對率提升至 51%，且大多數學生皆

能畫出正確的樹狀圖並作答正確，如圖 24。部分學生已能理解獨立性概念，如圖 25，

說明樹狀圖能使學生更有脈絡地思考和解決機率問題。 

圖 21學生可能已發展條件機率概念 

圖 22學生無法理解樣本分群的思維-2  
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圖 23學生無法根據題意，使用正確的運算符號-2 

圖 24學生能使用完整的樹狀圖解決機率問題-3 

圖 25部分學生具備獨立性概念 

l 樹狀圖的數學思維的解題思考 

川大大、習大大、安大大三位領袖玩猜拳遊戲，決定如何制裁北韓，

假設每人出剪刀、石頭、布的機率都相等，則猜一拳不分勝負的機率

是多少？ 
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經過完整的機率教學後，在學後測驗，約有 47%的學生能答對此題，略為可惜的是，

答錯的學生中，有多數皆能畫出完整的樹狀圖，如圖 26。但有些學生會因無法完整判斷

出猜一拳不分勝負的情況（即未考慮三人皆出不同拳種仍是平手的狀況），而造成答題

錯誤。 

圖 26學生能使用完整的樹狀圖解決機率問題-4 

l 樹狀圖的數學思維的解題思考 

金福珠為了練舉重，她選擇吃蘇打餅乾的機率為 	2
B
。選擇完蘇打餅乾

之後，再決定要不要喝草莓牛奶，則她選擇喝草莓牛奶的機率是 	B
C
。

金福珠選擇不吃蘇打餅乾，但要喝草莓牛奶的機率為多少？ 

在試題設計時，此題即為測試學生是否能在未教授樹狀圖解決獨立性所使用之技術

下，可自行依據樹狀圖結構，解決此類問題。在學前測驗，僅有 7％的學生答對，人數

比例與單維彰等人（2018）的研究結果大致相同，所以大致可以推測北區的學童中，僅

少數具備獨立性的概念與解題能力。經過完整的機率教學後，答對率提升至 17%，可以

說明學生對於樹狀圖之使用，可啟發解決獨立性概念之技術，如圖 27。然而從答題錯誤

學生的作答過中，發現學生未考慮吃蘇打餅乾有對應的機率值，僅考慮吃和不吃兩種可

能，故作答不吃蘇打餅乾的機率值為	1
2
，由此亦可說明八年級學生尚未具有解決不對稱

事件問題的能力，如圖 28。 
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圖 27學生能從樹形結構理解獨立性概念 

圖 28八年級學生尚未具有解決不對稱事件問題的能力 

（5） 樹狀圖 

將學前測驗與學後測驗中，繪製出正確的樹狀圖並作答正確的學生比例以長條

圖表示，如圖 29所示。從圖 29可看出，在尚未教授樹狀圖之前，學生在解題時，

不會使用樹狀圖，且無法解決機率問題。但經過完整的機率教學後，超過半數的學

生能畫出樹狀圖，依據題意判斷出問題所問之解。表示樹狀圖是需要經過教學，非

自身能依據經驗而使用之解題工具。此外，從學生的紙本中，我們也發現有部分的

同學能從樹形結構中，已能解決超出國中範圍的課程，例如：獨立性概念和乘法原

理。 

圖 29學前測驗和學後測驗使用樹狀圖解題之人數長條圖 
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二. 延後測驗對學後測驗 

事後比較結果顯示，「延後測驗對學後測驗」 p 值大於 0.05，統計不顯著。且平均

分數之差為正數，表示學生在機率教學後六個月，其解題思維略顯成熟。然而，學生在

延後測驗的表現，仍存有機率迷思和錯誤類型，以下進行探討。 

研究者將每題學後測驗和延後測驗的答對人數以長條圖表示，示如圖 30。由圖 30

中，可以看出各題在學後測驗和延後測驗的答對人數差異不大，表示機率實驗課程的成

效良好。而從圖中，III-B-1 到 III-C-1 可說明，臺灣的學生在計算上呈現一個穩定的能

力，或許這是因為在國中階段代數主題訓練中，所得到的成長，但是在圖中 III-A-1 到

III-A-4，顯示學生在概念上的理解仍有一些迷思，例如：運算符號的使用、研究者也發

現不論學生的機率概念程度高低，都會產生這些迷思。以下將針對這些題型進行說明。 

圖 30學後測驗和延後測驗各題答對人數長條圖 

（1） 統一發票有「中獎」與「不中獎」二種情形，所以中獎機率為		1
2
。  

在學前測驗與學後測驗的分析中，此題的進步幅度就較不明顯，顯示學生在樣

本空間的分群上仍有些迷思。然而在機率教學過後六個月，學生的迷思仍存在，且

有一些原本有正確概念的學生，在經過這段時間後，也開始存有這些迷思。這是一

件非常值得關注的事情，顯示在機率課程內容的編排上，仍需多加強此部分的概念。 

（2） 投擲一顆 1~6 點的公正骰子(意即骰子每一面被擲出的機會相等)，則投擲一次  
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丟出「12點」的機率為	12
I
。 

學生多能判斷問題之對錯，但理由欄為空白，研究者並無從得知學生答案空白

的理由。 

（3） 川大大、習大大、安大大三位領袖玩猜拳遊戲，決定如何制裁北韓，假設每 
人出剪刀、石頭、布的機率都相等，則猜一拳不分勝負的機率是多少？ 

此題在學後測驗時，學生就因無法判斷題意中的「不分勝負」而無法答題，其

次，此題的樹狀圖較為複雜，有些學生無法完整畫出樹狀圖，再來為樹狀圖的分類，

學生無法判斷要如何填入樹狀圖上方的分類，使得無法繪製完整的樹狀圖，如圖 31。

顯示在樹狀圖的教學上，仍需釐清學生此部分的概念。 

圖 31學生在繪製樹狀圖時，無法完成正確的分類 

在延後測驗中，將與學後測驗之各題使用樹狀圖解題之人數以長條圖表示，如圖 32。

雖然使用樹狀圖解題的人數下降了，但是每題的答對率並未有太大的差異。研究者分析

學生的文本，發現不僅機率教學保留效果非常好，且研究對象隨著年齡的增長，其機率

概念有所成長。相較於學後測驗，更多的學生在不使用樹狀圖的狀況下，能使用乘法原

理或者獨立性概念解題，如圖 33，甚至還有學生已能區分運算符號的使用，如圖 34。

特別是 III-B-9-(2)該題，在學後測驗時，八年級學生無法具備解決不對稱事件之能力，

但在延後測驗中，學生能畫出不對稱事件的樹狀圖，並解決問題，說明九年級學生已能

學習不對稱事件之問題，如圖 35。 
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圖 32學後測驗和延後測驗使用樹狀圖解題之人數長條圖 

圖 33學生能使用乘法原理或者獨立性概念解題 
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圖 34學生已能區分運算符號的使用 

圖 35學生能使用樹狀圖解決不對稱事件之問題 
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第二節 機率課程內容 

第一堂課 

l 教學目標：介紹機率是什麼，理解機率值的範圍，發展主觀機率猜測機率值。主觀

機率、古典機率、頻率機率、機率值範圍的問題與迷思討論。澄清時進效應和賭徒

效應（陳欣民、劉祥通，2002）。 

l 預設學生學習困難：無法具體說出機率是什麼，認為機率值範圍超過 1，無法使用

機率語言解釋機率思維，無法辨識公正與不公正試驗，樣本空間錯誤，無法理解機

率值為理想值。 

l 教具：撲克牌、骰子。 

l 環境：面向講臺單排座，座位與座位間留有可讓教師行走的走道。教室上方有投影

設備將上課內容投放至講臺上的投影幕。 

l 媒介：機率相關影片（臭手光洙）。 

l 課程內容： 

教師準備一副撲克牌，說明若參與課堂中進行的活動，可獲得一張撲克牌，教

師亦抽取一張撲克牌，蓋住牌面上的花色與數字，貼在黑板上，先賣關子，不告訴

學生撲克牌有什麼用處，引起學生好奇，為了得到撲克牌而積極參與課堂活動。 

教師以提問的方式引導學生認識「機率就是將不確定的事情用數字表示出來」，

如下。 

師：機率是什麼？ 

生：機率就是幾分之幾，小數點。 

師：那什麼事件可用「幾分之幾」或「小數點」表示呢？ 

師：你今天與隔壁同學告白的成功機率或是你今天被老師罵的機率諸如此類的事

情，是不是都可用機率去表示呢？ 

生：對。 

師：那麼老師剛剛講的例子是確定還是不確定的事呢？ 

生：不確定的。 

藉由生活中的物品，讓學生知道一定不可能發生的事件其機率值為 0；一定會

發生的事件其機率值為 1，且機率值的範圍介於 0至 1之間。 
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師：那麼機率有沒有一個範圍呢？ 

生：（同學們相互討論，有著不同的答案。） 

師：（教師走到教室中央，拿出骰子）你們觀察這顆骰子，骰子上有 1~6點，請問

我丟出 7點的機率是多少呢？ 

生：0%。 

師：（拿出一疊花色為紅心和方塊的撲克牌）若從中隨機抽取一張撲克牌，牌的花

色是紅色的機率是多少呢？ 

生：100%！ 

師：很好，大家都答對了！但其實我們在表示機率值時不一定要用％，我們知道 0%

等於 0，100%等於 1。所以我們知道機率值的範圍也會介於 0到 1之間。 

師：接下來，我們要看一段影片。影片裡的光洙每次玩遊戲都輸了，那他是真的運

氣不好嗎？還是可以用科學一點的方式來解釋呢？ 

播放機率相關影片（臭手光洙），播畢後請三位學生簡述感想，教師先不給予

回饋。 

教師在教室隨機走動，與學生互動，傳遞麥克風，當哪位學生拿到麥克風時，

則由該學生回答問題，回答問題的學生可得到一張撲克牌。藉由是非問答進行主觀

機率、古典機率、頻率機率、機率值範圍的問題與迷思討論和澄清時進效應和賭徒

效應。在主觀機率請學生寫下第 2及第 4題的答案，但不給予回饋。 

藉由生活經驗澄清學生的迷思。 

師：統一發票有「中獎」或「不中獎」兩種可能，所以中獎機率為	1
2
。 

生：（回答對和錯的學生各占半數） 

師：中獎和不中獎的發票哪個多呢？ 

生：不中獎的發票比較多。 

師：我們可以知道不中獎的機率比較高，這樣中獎機率還會等於	1
2
	嗎？ 

生：不會，而且會小於	1
2
。 

師：某個醫生手術的成功率為	 1
1D
，已知該醫生的前九位病患手術皆失敗，一病患

為該醫生的第十位病患，那麼他的手術一定會成功。 

生：（討論熱烈） 
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師：我們說的機率值	 1
1D
	只是理想值，第十次醫生未必會手術成功。 

回饋是非問答前的影片討論。 

師：所以從剛剛的問答中，我們知道遊戲的機率值是可以計算出來的，但是選擇

是不確定的。所以光洙會這麼衰是因為他的選擇，並非他抽到不好結果的機

率特別高。 

最後揭曉貼在黑板上的撲克牌，若牌面上的數字比老師的牌大者，即可獲得獎

勵，此互動的意義在於除了讓學生引起學習動機外，亦可讓學生體驗不確定性思維。

課堂結束。 

第三節 學生機率課堂體驗之回饋 

在課後回饋中，讓學生描述「在閱讀和使用機率教材後，認為自己學到什麼」的開

放性問題。研究者從學生的回饋中，發現多數學生皆表示自己學會機率和學習到如何繪

製樹狀圖以解決機率問題，顯示機率教學課程帶給學生教學上有益的幫助。但因版面有

限，故不放上全部學生的回饋單，僅挑選其中幾份回饋單為代表，並將回饋單進行分類

後並討論之。 

第一種類型為從未接觸過機率的學生，表示之前完全不懂機率概念，在經過完整的

機率教學後，建立完整的機率概念，如圖 36；第二種為曾經接觸過機率的學生，但擁有

錯誤的機率迷思，在經過完整的機率教學後，澄清原本錯誤的機率概念，學到正確的機

率知識，如圖 37；第三種類型為已有一些機率概念的學生，在經過完整的機率教學後，

學到更多機率知識，並能以樹狀圖解決更多層次的機率問題，如圖 38。 

圖 36學生回饋單-1 
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從學生的回饋單中可以看出，經過完整的機率教學後，機率課程內容有助於學生建

構完整的機率概念，並有效地澄清在學習機率時，產生的迷思，也說明了樹狀圖能幫助

學生系統性地學習機率和解決更多的機率問題。 

圖 37學生回饋單-2 

圖 38學生回饋單-3 

第四節 驗證機率教學 

從學後測驗，我們可以得知經過完整的機率教學後，學生的機率思維有所提升，但

在實際課程中，仍可依據學生的回饋，調整教材。以下為研究者根據在教學現場和學後

測驗得到的回饋，對於課程和教材提出的建議與看法。 

一. 發展機率值	 𝟏
𝒎
	至 𝒏

𝒎
的概念 

在講解古典機率時，研究者先透過實際物品的舉例，讓學生從實例中感受如何計算

機率值。但在編寫教材時，未考慮到書本的實例中，事件發生的情況僅有一種，並未擴

展多種情況的機率值。所以若能對教材進行些許調整，使學生能夠發展機率值	 1
N
	至 5

N



 72 

（分母 m為所有可能發生的結果數，分子為該事件發生的個數）的概念，對於學生建立

古典機率的概念會更加有幫助。 

二. 貼近學生的生活經驗 

在編製「列舉」時，為使題意單純一點，所以教材中僅考慮到兩人猜拳時，只出 2

種拳種的情況；三人猜拳時出 3種拳種，並且不考慮兩人以上出同樣拳種（亦即一人 1

種拳種）的情況。但在教學後，研究者認為這樣的題意反倒使學生不好理解，且侷限學

生的思考，認為應將題意回歸為兩人可出 3種拳種或兩人以上出同樣的拳種等題型，這

樣的出題方式也更貼近學生的日常生活，使學生在練習列舉時能駕輕就熟。此外，在講

解數對列舉時，亦可加入更多古典機率的問題，例如：在課堂中，要求學生列舉出投擲

2 顆骰子的所有結果時，可再加入「投擲 2 顆公正的骰子，2 顆骰子出現同點數的機率

為何？」等問題，學生不僅需要將所有情況列舉出來，還能應用第 2堂課所學的古典機

率，解決機率問題。 

三. 樣本空間分群 

從學後測驗中，看出學生對於樣本空間分群的概念仍不清楚，容易以二分法區分樣

本空間，例如：試題 III-B-7中，午餐選擇有三種（其中一項有肉），但學生會以吃肉和

不吃肉區分樣本空間，認為午餐吃到肉的機率為	1
2
。雖然這部分在教材中已被提及，丟

擲筊杯時，須考慮四種情況，提醒學生常見的錯誤類型為分為「不獲得神明認可」及「神

明認可」兩種情況。研究者認為倘若老師能在課堂中多加敘述，例如：生產手機時，會

有瑕疵品，但不能以二分法「正常手機」和「瑕疵手機」為買到不良品的機率，應以實

際生產手機的瑕疵率為考量，以更多生活實例，必能使學生對於樣本空間分群的概念更

加理解。 

四. 樹狀圖的形式 

在介紹樹狀圖的形式時，有直立的樹狀圖，也有橫躺的樹狀圖，因為樹形結構只是

一個概念，所以沒有限定單一的形式，但發現學生若繪製直立的樹狀圖時，在往後較無

法使用樹狀圖以解決機率問題。所以之後研究者便統一樹狀圖的形式，和學生說明縱然
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樹狀圖有多種形式，但在解決機率問題時，仍需使用書本上的樹狀圖形式（橫躺的樹狀

圖），讓學生建立繪製樹狀圖的基礎，使樹狀圖可以成為幫助機率學習的工具。 

第五節 教學工法之分享 

 DE 提供一套從事數學教育研究的方法論，包含教學設計與課堂實踐的規準，雖然

教學者在教學前需要較多的前置作業、學生教學現況分析以及 DE各階段的比對學生可

能遭遇的問題，但它能避免研究上產生的阻礙以及排除預期上的困境。DE 也給予一套

研究設計的程序，但教學目標內容、情境都是由研究者所自行評估與設計。相較於臺灣

目前的教育現況，DE 重視的是教學創造適合學生的數學情境以及學生須負更多的課堂

責任，例如：課堂參與，所以 DE在課堂中也產生很大的幫助，學生分組投入活動，產

生論述，達到研究預測目標。研究者實際操作一回之後，獲得肯定的經驗，也歸納出在

使用 DE上的難處。以下分享研究者身兼設計者與教學者，所遭遇的困境。 

首先，對應機率概念層次和適學年齡，多項研究指出機率教學可至少提前至八年級，

但對照我國機率課程，我國的機率教學實在太晚，且僅強調嚴謹計算的古典機率，所以

研究者擘畫一套全新的機率課程，除了將機率課程提前至八年級外，還需將教學內容擴

展至主觀機率與頻率機率，在主觀機率、頻率機率和古典機率三種機率類型的交互應用

下，以建立完整的機率概念。但這是八年級學生第一次接觸到「機率」，所以在分析時，

無法真實掌握學生的學習現況，對於學生的機率概念探討，研究者需收集大量文獻及與

現場教師做大量的討論，探討八年級學生能學習哪些機率概念以及會產生哪些機率迷思。 

再者，機率的知識出現在多個領域，在佈置教學情境時，研究者需考量機率如何應

用在各個領域，使機率概念更能夠貼近學生的生活，以創造解決機率問題的情境。然而，

研究者所學有限，很多知識需請教各領域專家，必要時須組織知識社群。在課室中，會

有很多的教學變數，必須找到研究假設與前置分析的關聯性，所以研究者必須謹慎地選

擇教學變數，在教學中所產生的影響是否能回應研究目標。我們必須分辨出什麼樣的教

學變數能使學生自行發展有效的學習策略。 

最後，由於本研究之機率課程無法產生對照組，且臺灣目前尚未有八年級機率教學

之相關文獻，故在傳統的實驗設計上是無法比較的。但本研究所採用之教學工法，是針
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對內部的比較，而非外部的比較（實驗組與對照組），故本研究倘若不使用教學工法設

計課程，則在研究分析上就會產生非常大的困難。 

 以上為研究者的分享，提供給未來以 DE從事教學設計的教育同仁參考。 

第六節 結果討論 

一. 自發性機率概念 

以下歸納出在學前測驗時（未接受機率教學），學生具備什麼樣的自發性機率概念，

以及這些自發性的概念中，對於機率課程有哪些幫助。 

（1） 以生活經驗發展的機率概念 

在 III-A-2「發票中獎機率」一題，發現多數學生能從生活經驗中判斷發票中獎

未達 50%，故不該僅以二分法「中獎」及「不中獎」判斷中獎的機率值。在課堂中，

當提問何謂機率時，研究者也發現學生對於「機率」這個名詞不陌生，能從生活經

驗中說出機率的例子，例如：降雨機率，但也因為降雨機率的例子，學生認為機率

和百分率有關，這可以說明學生雖有自發性的機率性概念但卻無法使用機率語言具

體地表達機率的定義。但經過完整的機率教學後，學生也能接受機率能以分數或小

數的形式表示。 

正是因為生活經驗與機率有著密不可分的關係，在機率教學中，研究者也使用

大量的實例，例如：小明被老師罵的機率或是阿美告白成功的機率，皆為不確定的

事情，使得學生加瞭解和體會機率的含義。 

（2） 主觀機率及機率值的範圍 

在國中現行機率課程的編排，主觀機率的部分毫無內容陳述，但在學前測驗或

是課堂中與學生的問答，可以說明學生自發地具有主觀機率概念，例如：評估自己

考上某高中的機率或是踩到狗大便的機率。而且從學生的回答中，也發現學生在未

接受正式的機率教學前，已略知機率值的範圍介於 0至 1之間，在機率教學中，也

以絕對不可能發生的事件其機率值為 0，反之一定會發生的事件其機率值為 1，以

明確定義機率值 0和 1所代表的意義。 
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（3） 餘事件 

雖然在現今課綱，餘事件的課程為高中階段的範疇，但在學前測驗中，餘事件

的答對率已高達 62%，顯示八年級學生可能已先發展餘事件的概念。與指導教授討

論後，決定將餘事件加入課堂中，並從「剩餘」字面上的意思教導學生餘事件的概

念，例如「全」班 30人，女生為 17人，其「餘」為男生，故男生有 30－17=13人。

對照於機率概念，只要先明白「全」機率為 1，則若踩到狗屎的機率為 0.4，其「餘」

是「不」踩到狗屎的機率，故為 1－0.4=0.6（單維彰、許哲毓，2019）。經過教學

後，學生對於餘事件的思考脈絡也變得更加地完整。 

二. 八年級學生的機率迷思 

經過完整的機率教學後，雖然學生的機率思維有明顯的進步外，但仍有些常見的迷

思，說明學生對於此概念的理解不易外，也表示在機率教材和課程內容上，需再微幅調

整。以下說明： 

（1） 機率值為一理想值 

經過完整的機率教學後，在 IV-A-3「嘟嘟到桃園機場追星，前五次都沒遇到她

心愛的男團 BTS，所以第六次她不用去追星」的理由中，有少數學生寫下理由「若

遇見明星的機率為	1
I
，前五次未遇見明星，則第六次一定會遇見」，表示對於理想

機率值的定義不夠強烈。所以研究者將教材再調整，加強學生對於理想值的定義，

例如：舉更多相關的例子，使得學生再加深古典機率（理想值）與頻率機率之間關

係的印象。 

（2） 樣本空間分群 

在解決機率問題中，最常見的迷思即為樣本空間的分群，學生容易以二分法區

分樣本空間，例如：IV-A-2一題，發票有中獎或不中獎兩種可能，故中獎機率為 1
2
，

以及 IV-A-3一題的理由中，遇見或不遇見偶像兩種可能，故遇見機率為 1
2
，這種迷

思為學生無法判斷正確的樣本分群，造成答題錯誤。這也顯示在機率課程中對於主

觀機率的訓練仍不足，對於首次學習機率的學生，可先使用主觀機率猜測發票中獎
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機率值，再以頻率機率實際操作的方式，驗證主觀機率值的正確性，如此，亦可強

化三種機率類型之間的連結。 

三. 繪製樹狀圖時，常見的錯誤類型 

在繪製樹狀圖時，學生最常發生以下問題，（1）無法將文字敘述轉換為樹狀圖：學

生看得懂題目，但無法繪製出樹狀圖，仍需使用列舉將所有結果列出來。（2）樹狀圖的

繪製不夠完整：學生易忽略在樹枝上寫機率或末端寫上結果等小細節。（3）無法使用樹

狀圖判斷可能結果：學生在畫出完整的樹狀圖後，無法根據題意，判斷出符合題意的可

能結果。這三者問題的發生原因應為學生剛開始接觸樹狀圖而產生的生疏感，經過反覆

練習及熟悉使用樹狀圖的應用後，便較無這些問題。 

對於八年級學生而言，樹狀圖相較於主觀機率或頻率機率，是較不直觀的概念，也

確實屬於陌生的技術，是一門不同於以往僅強調數學計算的課程，所以學生在學習樹狀

圖時，也容易有較多的問題發生。以下說明學生在繪製樹狀圖時，常見的錯誤類型： 

（1） 樹狀圖分類 

學生最不易克服的問題為在繪製樹狀圖時，會將分類搞混，例如在學習繪製「猜

拳」的題目時，學生無法判斷最上方的分類名稱要填入人名或者拳種，使得無法繪

製完整的樹狀圖。研究者思考到此一嚴重問題，樹狀圖應該是幫助學生有邏輯地架

構機率問題，而非使學生產生困惑，在此同時，也發現一項有趣的事實，學生在列

舉時卻無此困難發生，有鑑於此，研究者將利用列舉作為建立樹狀圖之鷹架，如甲、

乙兩人猜拳，若以列舉的方式，學生能直覺地寫出所有可能，那學生是如何分類的

呢？若以相同模式去思考，是否能較輕易地繪製出樹狀圖呢？猜拳中，我們會紀錄

（剪刀，石頭）、（剪刀，布）等 9種兩人猜拳的所有可能，這是以人會出什麼拳

種為思考的出發點，進行列舉。因此，研究者認為同樣的思考模式，可套用在樹狀

圖的分類上，接著繪製甲或乙所屬階層的拳種，便可知道分類上要填入人名。學生

對於此教學內容改變的接受度，縱使我們在現階段無法得知明確，但相信此一改變

相較於先前的教學內容，能使學生對於繪製樹狀圖的細節更加清楚，如圖 39。 

（2） 不對稱事件的機率值 
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在課堂中，每一根樹枝皆是均勻的機率。這樣的論述，學生是能接受這樣的操

作。但在不對稱事件下，每一根樹枝變成非均勻的機率。學生在繪製時，無法正確

辨認在不對稱事件下，每一根樹枝所代表之機率值。例如：IV-B-6一題中，不同組

合的獎品，有各個對應的中獎機率，其中三個的組合中含有衛生紙，但是學生在作

答抽中衛生紙的機率時，會寫下 B
H
，而未考慮其對應的機率值；以及 IV-B-7-(2)一

題，學生在作答時，未考慮吃蘇打餅乾有對應的機率值，認為吃與不吃，故選擇不

吃蘇打餅乾的機率值為	1
2
。對此，亦說明了八年級的機率教學中不宜太過複雜，可

能只適合對稱事件，即每一根樹枝的機率皆是相等的。 

圖 39樹狀圖的分類教學 

步驟1. 在列舉甲、乙兩人猜拳情況時，表示列舉的符號中要填入什麼呢？ 

步驟2. 引導學生思考：該填入（甲，乙）還是（剪刀，石頭）呢？ 

步驟3. 學生能判斷出應填入（剪刀，石頭），即括弧中應填入甲和乙所有可能

出的拳種。 

步驟4. 所以在繪製樹狀圖時，應以甲和乙所有可能出的拳種為分類名稱。 

步驟5. 教師畫出正確和錯誤類型，幫助學生釐清樹狀圖分類。 
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（3） 加法原理與乘法原理 

在學生的作答過程中，發現在繪製出正確的樹狀圖後，學生無法根據題意判斷

該相加或相乘，亦即學生在使用數學工具的能力上沒有問題，但卻無法根據題意判

斷使用正確的運算符號。所以在八年級的機率課程中，不需過分強調該相加或相乘，

僅需利用樹狀圖的樹形結構，強調將節點的機率值加總之概念即可。 

四. 涉及高中階段機率概念的表現 

在機率課程及學後測驗中，有部分的八年級學生展現超前或不是國中課程上的技術

方式答題，說明樹狀圖有助於機率思維的延伸，以下簡述： 

（1） 乘法概念 

在作答過程中，發現有些學生僅畫出部分的樹狀圖，便能以對稱性推導出總樣

本數，即乘法原理，說明樹狀圖能幫助學生系統性地列出樣本空間。 

（2） 獨立性 

接受過機率正式課程的八年級學生，出現了像「獨立事件」的思維，而這思維

的課程雖然為高中階段的範疇，但藉由樹狀圖之結構，來思考獨立事件是非常有幫

助的。 

（3） 條件機率 

雖然 IV-B-5該題，顯示部分學生能夠達到條件機率概念層次，但證據不足（亦

有可能是題意敘述問題）以顯示學生準備好學習條件機率。 
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第五章 結論與建議 

第一節 結論 

一. 機率課程的成功 

經過完整的機率教學後，除了看到在量化數據資料上，學生的機率測驗分數明顯地

提升外，從學生的作答過程中，亦發現其機率思維的提升，以及解決機率問題時的能力

進步。這些都顯示機率教材和課程內容編製的成功，除此之外，也說明學生確實可以提

前在八年級學習機率概念，包含主觀機率、頻率機率和古典機率，且能以樹狀圖為機率

技術工具，在樹枝上寫機率，從學生的回饋中，也說明樹狀圖的圖形結構能幫助學生解

決機率問題，甚至能達到更高層次的機率思維。 

二. 自發性機率概念 

單維彰等人（2018）透露學生在未經學校正式的數學課程之前，已經擁有某種程度

的機率知識。將該篇文獻之結論與本研究對照，發現未經正式機率課程的八年級學生，

已經自行發展了主觀機率與古典機率的概念，不同的是，本研究的結果顯示八年級學生

亦發展了頻率機率、餘事件等概念。在機率教學課堂上和學生的對話，研究者歸納出自

發性的機率概念來自於生活經驗，顯示生活經驗與機率之間有非常大的關聯性。 

三. 機率思維的發展 

在機率思維的發展上，學生在未接觸正式的機率教學前，有自發性的概念發展出不

同的機率層次。而在正式接受機率課程教導後，從學後測驗的數據中得知，八年級的學

生已具備學習不確定性概念的能力，不僅在機率思維的提升外，在作答上，也多能以機

率語言解釋錯誤的機率問題。 

四. 善用機率技術工具 

經由研究團隊進行機率教學後，大多數學生也能夠繪製出正確的樹狀圖，並解決機

率問題。甚至更有部分學生使用超過國中課程的技術進行解題，如加法原理和乘法原理。

而機率概念上亦有部分學生顯示可能具備獨立性、條件機率之能力。而在列舉方法中，
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學生當下無法區分（事件○1 ，事件○2 ）、（事件○2 ，事件○1 ）為兩種不同的情況，但透

過樹狀圖之圖形結構，學生對於此種事件之樣本主體更加清楚。 

五. 常見的機率錯誤類型與迷思 

然而在機率教學上，學生還尚未熟練地操作樹狀圖、熟悉機率概念，或思考起點存

有錯誤。因此出現了一些機率錯誤類型與迷思：（1）理想值的概念：學生對於機率理想

值的定義感受仍不夠強調；（2）樣本空間分群：學生容易就片面字詞區分樣本空間，而

忽略原樣本空間與其機率值；（3）樹狀圖的分類：學生在繪製樹狀圖時，無法進行分類，

畫出正確的樹狀圖；（4）不對稱事件的機率值：學生認為樹狀圖上的每一根樹枝上的機

率值皆為相同（對稱事件）以及（5）加法原理與乘法原理：學生在解決機率問題時，無

法正確使用運算符號以解決機率問題。 

六. 教學工法之研究設計 

雖然在使用 DE設計課程時，需考慮的因子非常多，所以研究者在首次執行時需耗

費大量的時間，但它確實能幫助研究者制定一套合適的機率課程。特別是機率課程無法

產生對照組，但 DE 是討論內部的比較，故無須對照組的產生。DE 相當適合新式課程

的設計與實驗。 

同時，DE 讓學生在學習時有更多的責任，提供學生自主學習的機會，能夠自己延

伸知識，創造數學情境，DE 在課堂中產生很大的幫助，這些都是過去的教學實驗所未

涉及的。DE 也給予研究設計一套非常好的研究規準，可避免研究上產生的阻礙以及排

除預期上的困境，並且能夠應用在課堂設計上，是一個非常實用的方法。 

七. 學生對於機率課程之反思 

在課後回饋中，有一道題目讓學生勾選在課程中喜歡的部分，如圖 40 所示，結果

顯示約有 65％的學生勾選喜愛階級遊戲（不確定性桌遊），以及現場教師的回饋，均顯

示學生與現場教師皆喜愛遊戲導向的教學（徐右任，2001），而這樣的遊戲設計也可使

學生不只聚焦於在遊戲中的策略思考，透過挑戰、合作與獎勵等遊戲元素，將學習遊戲

化（詹明峰、張鐵懷，2018）。在桌遊操作過程中，研究者發現在短時間的課堂操作內，

當學生無法購買全數的卡片時，籌碼配置應符合期望值，使得遊戲更具公平性。課後，
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數學教師也給予關於機率桌遊的建議，但發現此遊戲設計偏向處理動機問題，對於學生

學習問題的解決，仍須再修正（詹明峰、張鐵懷，2018），認為桌遊可串連七堂機率課

程，例如在前六堂課，對於學生在課堂中的良好表現給予籌碼，使得桌遊不僅為了輔助

第七堂課探討機率問題，亦可融貫在整個機率課程中。 

圖 40課後回饋單 

 最後，根據第四章第三節對於學生回饋之整理，在學生對於機率課程的整體感受上，

多數持正面回饋，普遍認為活動能帶給他們上課的動力，特別是動手實作加深他們機率

概念的印象，助於機率學習。這樣的教學模式，更減輕機率運算的程序性知識之負擔。 

第二節 建議 

一. 機率課程的提前學習 

根據機率概念發展的研究，以及對照國外之機率課程，不確定性主題對於我國的數

學教學而言，明顯已是一個迫切的需求。而本研究設計的新機率課程內容，不但符合學

生的認知發展，並且經過八年級的機率教學實驗後，從學後測驗上的成績表現和理由撰

寫，不僅可以看出學生能習得機率知識，還有其機率思維的提升。故透過本研究可說明，

機率主題可提前至八年級學習，且有助於銜接日後的機率課程。 

二. 機率課程編排的建議 

本研究重構我國國中階段的機率課程，不再停留於過於基本的古典機率，以及過於

數學化的運算，以樹狀圖為機率技術工具，並引導學生發展主觀機率、頻率機率的概念，

並達到處理餘事件的思維層次，使其機率概念發展脈絡能夠更加完整。 
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對比於現行機率課程只安排在九年級的下學期，研究者建議在機率課程的安排上，

能夠重新檢視其時程，並以螺旋模式安排機率課程，結合學生的認知發展，提供一套具

邏輯先後順序的機率概念組合，讓學生建構一套完整的機率知識。 

然而給予學生完整的機率是有意義的，能夠幫助初學機率之學生有效地釐清機率迷

思。所以本研究參考國外之機率教學脈絡，將其轉換為我國機率教學之板模。以「生活

經驗」連結機率概念，透過動手實作和桌上遊戲，讓學生對於機率學習有參與感，引起

其學習動機，以投入思考，且能加深對於機率學習的印象。 

三. 機率工具的使用 

本研究除了建議機率教學適合提前至八年級，亦發現幫助學生更有系統性地學習機

率的技術工具：樹狀圖。因此，本研究建議利用樹狀圖之結構，建立一套課程模組，配

合學生的機率思維，不單只強調計數的功能，將其功能拓展，使得初學者能利用圖形結

構理解機率概念。但從學生的文本中，發現學生在繪製出正確的樹狀圖後，無法根據題

意判斷其機率運算為加法或乘法。故在八年級的機率課程中，僅需利用樹狀圖的樹形結

構，強調將節點的機率值加總即可。 

四. 九年級機率課程的建議 

根據學生在經過機率教學後的表現，部分學生已展現機率相乘和獨立性等超出國中

課程範圍的機率概念，所以對照將現今課綱中的機率主題提前至八年級，本研究建議將

屬於高中課程範疇中的獨立性與互斥和事件的概念納入九年級課程。而從學生的學後測

驗及延後測驗的表現可以解釋，在應用樹狀圖解決機率問題之脈絡下，能夠藉由圖形的

視覺化表徵，導入不對稱事件、互斥和事件、 獨立性以及機率相乘的概念，藉由圖形的

結構自然地呈現互斥與獨立性概念，以視覺化表徵讓學生使用樹狀圖來解決更高層次的

機率問題。不過，在延後測驗中仍有少數題目，學生表現退步（例：III-A-4），這表示

在九年級的課程中仍需加強機率基礎概念。 

五. 教學工法與機率課程推廣之建議 

本研究目前雖然只探討一個地區的結果，但研究團隊後續已在北區與南區展開一系

列的機率教學實驗。未來，將從各區的資料中，進行教學工法的檢視以及機率課程的編
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修。特別是即將實施的九年級機率教學課程，能有更完整的準備。尤其是人力與經費的

籌備，期望本研究團隊能夠繼續獲得科技部之支持，讓教學工法在臺灣得以傳播到數學

教育領域，供後人作為學習與參考。 
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附錄一.  機率課程教案 

（1） 認識機率、機率概念迷思澄清 

第一堂課 

l 教學目標：介紹機率是什麼，理解機率值的範圍，發展主觀機率猜測機率值。主觀

機率、古典機率、頻率機率、機率值範圍的問題與迷思討論。澄清時進效應和賭徒

效應（陳欣民、劉祥通，2002）。 

l 預設學生學習困難：無法具體說出機率是什麼，認為機率值範圍超過 1，無法使用

機率語言解釋機率思維，無法辨識公正與不公正試驗，樣本空間錯誤，無法理解機

率值為理想值。 

l 教具：撲克牌、骰子。 

l 環境：面向講臺單排座，座位與座位間留有可讓教師行走的走道。教室上方有投影

設備將上課內容投放至講臺上的投影幕。 

l 媒介：機率相關影片（臭手光洙）。 

l 課程內容： 

教師準備一副撲克牌，說明若參與課堂中進行的活動，可獲得一張撲克牌，教

師亦抽取一張撲克牌，蓋住牌面上的花色與數字，貼在黑板上，先賣關子，不告訴

學生撲克牌有什麼用處，引起學生好奇，為了得到撲克牌而積極參與課堂活動。 

教師以提問的方式引導學生思考機率就是將不確定的事情用數字表示出來。 

師：機率是什麼？ 

生：機率就是幾分之幾，小數點。 

師：那什麼事件可用「幾分之幾」或「小數點」表示呢？ 

師：你今天與隔壁同學告白的成功機率或是你今天被老師罵的機率諸如此類的事

情，是不是都可用機率去表示呢？ 

生：對。 

師：那麼老師剛剛講的例子是確定還是不確定的事呢？ 

生：不確定的。 
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藉由生活中的物品，讓學生知道一定不可能發生的事件其機率值為 0；一定會

發生的事件其機率值為 1，且機率值的範圍介於 0至 1之間。 

師：那麼機率有沒有一個範圍呢？ 

生：（同學們相互討論，有著不同的答案。） 

師：（教師走到教室中央，拿出骰子）你們觀察這顆骰子，骰子上有 1~6點，請問

我丟出 7點的機率是多少呢？ 

生：0%。 

師：（拿出一疊花色為紅心和方塊的撲克牌）若從中隨機抽取一張撲克牌，牌的花

色是紅色的機率是多少呢？ 

生：100%！ 

師：很好，大家都答對了！但其實我們在表示機率值時不一定要用％，我們知道 0%

等於 0，100%等於 1。所以我們知道機率值的範圍也會介於 0到 1之間。 

師：接下來，我們要看一段影片。影片裡的光洙每次玩遊戲都輸了，那他是真的運

氣不好嗎？還是可以用科學一點的方式來解釋呢？ 

播放機率相關影片（臭手光洙），播畢後請三位學生簡述感想，教師先不給予

回饋。 

教師在教室隨機走動，與學生互動，傳遞麥克風，當哪位學生拿到麥克風時，

則由該學生回答問題，回答問題的學生可得到一張撲克牌。藉由是非問答進行主觀

機率、古典機率、頻率機率、機率值範圍的問題與迷思討論和澄清時進效應和賭徒

效應。在主觀機率請學生寫下第 2及第 4題的答案，但不給予回饋。 

藉由生活經驗澄清學生的迷思。 

師：統一發票有「中獎」或「不中獎」兩種可能，所以中獎機率為	1
2
。 

生：（回答對和錯的學生各占半數） 

師：中獎和不中獎的發票哪個多呢？ 

生：不中獎的發票比較多。 

師：我們可以知道不中獎的機率比較高，這樣中獎機率還會等於	1
2
	嗎？ 

生：不會，而且會小於	1
2
。 
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師：某個醫生手術的成功率為	 1
1D
，已知該醫生的前九位病患手術皆失敗，一病患

為該醫生的第十位病患，那麼他的手術一定會成功。 

生：（討論熱烈） 

師：我們說的機率值	 1
1D
	只是理想值，第十次醫生未必會手術成功。 

回饋是非問答前的影片討論。 

師：所以從剛剛的問答中，我們知道遊戲的機率值是可以計算出來的，但是選擇

是不確定的。所以光洙會這麼衰是因為他的選擇，並非他抽到不好結果的機

率特別高。 

最後揭曉貼在黑板上的撲克牌，若牌面上的數字比老師的牌大者，即可獲得獎

勵，此互動的意義在於除了讓學生引起學習動機外，亦可讓學生體驗不確定性思維。

課堂結束。 

（2） 認識古典機率和餘事件並執行運算 

第二堂課 

l 教學目標：如何計算古典機率，以古典機率解釋機率值的範圍，主觀機率對應古典

機率，餘事件。 

l 預設學生學習困難：無法將機率值	 1
N
	擴展到	5

N
（分母為所有可能發生的結果數，分

子為該事件發生的個數），無法以古典機率直接推導到機率值的範圍。 

l 教具：濕水挑戰帽、海盜桶。 

l 環境：採用組內差距大，組間差距小的分組方式，共分為四組，組別與組別間留有

可讓教師行走的走道，圖 41 為示意圖。教室上方有投影設備將上課內容投放至講

臺上的投影幕。 

l 媒介：快問快答投影片。 

l 課程內容： 

各組發放一個濕水挑戰帽，讓學生將濕水挑戰帽戴在頭上，每組進行快問快答，

回答正確的組別，可使其他組別的帽子各被老師拔取一根水管；回答錯誤的組別，
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該組的帽子被老師拔取一根水管。拔到對應的水管會使帽子漏水，帽子漏水的組別

會被淘汰，淘汰至剩下最後一組，該組即獲勝。 

 講臺  

 
      

      

      

      

      

圖 41第二堂課分組示意圖 

教師以提問的方式引導學生思考如何計算古典機率值。 

師：機率值的計算為	 該事件發生的結果
所有可能發生的結果 

。而我們知道總共有 8根水管，那如何計算一

次就拔到會使帽子漏水的水管之機率呢？ 

生：	1
O
	。 

各組輪流操作將劍放進木桶上的洞，若放到對應的洞，海盜叔叔就會彈起來。

組別使海盜叔叔彈起來時即結束操作，換至下一組。 

師：那一次就放到會使海盜叔叔彈起來的洞之機率呢？ 

生：共有 24根水管，機率為 1
2E
。 

師：觀察課堂所進行的兩項活動，所有可能發生的結果都是數出來的，那麼我們就

可以用這個算式  機率值＝ 該事件發生的結果

所有可能發生的結果 
  來計算古典機率值。 

閱讀書本 P.21的新聞報導，讓學生觀察在報導中，是否使用錯的機率語言。 

師：觀察這篇報導，你們有沒有發現什麼「異樣」呢？ 

生：機率值不會超過 1。 
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師：很好！請翻到書本 P.3，我們知道機率值的範圍介於 0~1之間（亦即 0%~100%），

所以機率 120%其實並不存在。雖然這種說法很常見，但這只是一種誇飾的說

法而已。 

師：我們可以利用機率值的算式來思考， 

機率值＝
該事件發生的結果

所有可能發生的結果 
 

 我們知道所有事件發生的機率值為 1。若機率值超過 1，表示「該事件發生的

結果」多於「所有可能發生的結果」，但這是不可能的，所以機率值並不會超

過 1。 

翻到書本 P.9，並討論「你認為自己某天踩到狗大便的機率」。 

師：除了踩到狗屎和沒有踩到狗屎這兩種情況，還有其他情況嗎？ 

生：沒有。 

師：所以我們可以知道這兩種情況的機率相加應該為多少呢？ 

生：1。 

請學生修改在書本 P.3寫下的答案。 

對照書本 P.19 和 P.20，讓學生列出事件的所有可能情況，透過問答的方式讓

學生思考所有情況之機率和為 1。 

師：在書本 P.19，一次就被水淋濕的機率為多少？而你能順利脫身（不被水淋溼）

的機率又是多少呢？ 

生：被水淋溼的機率是	1
O
	，不被水淋溼的機率是	C

O
。 

師：還有其他情況嗎？ 

生：沒有。 

師：所以我們可以知道這兩種情況的機率相加應該為多少呢？ 

生：1。 

師：那我們在計算「順利脫身（不被水淋溼）的機率」時，是否會等於「1–被水淋

溼的機率」呢？ 

生：會。 
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師：對照書本 P.20，若剩下最後 5個洞，且只插入一把劍，你認為下列哪種情

況，贏的機會比較大？  

 情況 1：讓海盜叔叔彈出來即為勝者。 

 情況 2：不讓海盜叔叔彈出來即為勝者。 

生：（討論熱烈） 

師：兩種情況的機率值分別為多少呢？ 

生：情況 1的機率是	1
H
	，情況 2的機率是	E

H
。 

師：還有其他情況嗎？ 

生：沒有。 

師：所以我們可以知道這兩種情況的機率相加應該為多少呢？ 

生：1。 

師：那我們在計算「不讓海盜叔叔彈出來的機率」時，是否會等於「1–讓海盜叔叔

彈出來的機率」呢？ 

生：會。 

師：透過上述三個例子，我們可以知道在所有不確定的事件中，各種事件的所有可

能情況之機率何為多少呢？ 

生：1。 

師：那麼請翻到書本 P.10第 4題，想想看擲到正面、反面或側面的機率和應該為多

少呢？ 

生：1。 

請學生修改在書本 P.4寫下的答案。 

課堂最後，與學生總結這次課程所學，如何計算古典機率值與餘事件。課堂結

束。 

（3） 頻率機率 

第三堂課 

l 教學目標：如何計算頻率機率，頻率機率對應古典機率，無法用頻率機率估計的試

驗。 
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l 預設學生學習困難：無法理解古典機率（理想值）和頻率機率之間的關係，無法區

分是否為可以用頻率機率估計的試驗。 

l 教具：瓶蓋、砸派機。 

l 環境：採用組內差距大，組間差距小的分組方式，共分為五組，組別與組別間留有

可讓教師行走的走道，圖 42 為示意圖。教室上方有投影設備將上課內容投放至講

臺上的投影幕。 

l 媒介：瓶蓋、砸派機統計表格（excel檔）。 

 講臺  

 

      

      

 
 

 
 

  

 
      

    

    

圖 42第三堂課分組示意圖 

l 課程內容： 

教師以提問的方式引導學生思考如何透過實作算出事件的機率值。 

師：投擲一個瓶蓋，會出現正面、反面和側面三種情況，在上堂課，我們知道這三

種情況的機率相加為 1。 

師：但我們知道瓶蓋是不均勻的，我們有方法可以測量出正面、反面和側面三種情

況個別發生的機率嗎？ 

生：有，動手做。 

讓學生操作丟擲瓶蓋，並分別紀錄個人、組別和班級的結果。 

師：很好！請試著投擲一個瓶蓋，並在書本 P.37（表 18）紀錄投擲的結果。 

學生投擲瓶蓋並紀錄結果。 
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表 18                                                                      
書本 P.37個人丟擲瓶蓋結果的紀錄表格 

 

 

 

 

 

 

 

師：請每個小組統計組員投擲的結果，將次數加總，將結果紀錄在書本 P.38的表

格（表 19），你們發現了什麼？ 

表 19                                                                      
書本 P.38小組丟擲瓶蓋結果的紀錄表格 

 

 

 

 

 

 

生：（熱列討論） 

師：那我們來看看班上所有人的投擲結果吧！ 

各組將數據報告給教師，因數字較難計算，所以教師將結果輸入至 excel 檔，

請學生將 excel檔上的結果紀錄至書本 P.38（表 20）。 

表 20                                                                      
書本 P.38全班丟擲瓶蓋結果的紀錄表格 
 

 

 

 

 

丟擲瓶蓋 
出現的情況 

次數 
(以正字記號標示) 

相對次數 

正面   

反面   

側面   

丟擲瓶蓋 
出現的情況 

小組次數加總 
(數字表示) 

相對次數 

正面   

反面   

側面   

丟擲瓶蓋 
出現的情況 

全班次數加總 
(數字表示) 

相對次數 

正面   

反面   

側面   
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表 21為擷取實驗學校其中一個班級的實驗結果，以便對於上課內容進行說明。 

師：觀察投影幕上的表格，你們發現了什麼？ 

生：（熱烈討論） 

教師引導學生觀察當試驗的樣本數越大時，事件的機率值會趨近於一理想

值。 

師：觀察每個人、每一組和全班的結果中，正面出現的機率值。我們是不是發現

機率值會趨近於某一數？ 

生：對。 

表 21                                                                      
某一個班級丟擲瓶蓋的實驗結果 

師：那正面、反面和側面的機率值各趨近於多少呢？ 

生：正面：0.52、反面：0.46、側面：0.02。 

師：沒錯！當我們將試驗擴展到全校或者全區的時候，機率值會更加精確。所以

我們發現當試驗的總數越大時，機率值會趨近於一個穩定的值。但我們知道

這個穩定的機率值只是一個理想值，每次試驗的結果不一定都會和理想值吻

合。你們可以將實驗結果對照書本 P.10，看看你們當初寫的機率值跟實驗結

果的機率值是否一樣。 

閱讀書本 P.39，讓學生思考文中的問題。 

組別 第一組 第二組 第三組 第四組 第五組 加總 
正面 
出現次數 

23 0.38 24 0.48 36 0.60 30 0.60 33 0.55 146 

反面 
出現次數 

35 0.58 25 0.50 24 0.40 20 0.40 24 0.40 128 

側面 
出現次數 

2 0.03 1 0.02 0 0.00 0 0 3 0.05 6 

加總 60 50 60 50 60 280 
正面出現機率 反面出現機率 側面出現機率 

1 
0.52 0.46 0.02 
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師：如果擲骰子 60次，1點一定會出現 10次家務嗎？阿絹一定要做 10次家務

嗎？ 

生：不一定。 

師：為什麼呢？ 

生：因為 10次只是理想次數。 

師：非常好，當投擲骰子非常多次時，每一面的機率值才會接近	1
I
，換句話說，	1

I

是一個理想機率值，所以 60× 1
I
 算出來的 10次僅是一個理想次數。事實上，

阿娟有可能 1次家務也不用做，但也有可能阿娟要做 60次家務，只是這些情

況發生的機率很低。 

各組輪流操作砸派機，每位組員輪流站在砸派機前方，按壓砸派機上的按鈕，

當按到一定的次數時，機關即會彈起，機關上的刮鬍泡會砸至臉上，一組共操作 20

下。教師將操作的結果紀錄在 excel檔。 

師：（拿出砸派機）當我們不知道砸派機的機關時，要如何測量出「機關啟動的機

率」呢？ 

生：動手做。 

師：沒錯，接下來我們要動手操作。我會將本組的結果展示在投影幕上，請你們也

將結果紀錄在書本 P.40。 

表 22為擷取實驗學校其中一個班級的實驗結果，以便對於上課內容進行說明。 

師：觀察投影幕上的表格，你們發現了什麼？ 

生：趨近於一個理想值。 

師：很好！所以我們知道機關啟動的機率為 0.12，也就表示操作 20 次，機關平均

會被啟動 2到 3次。 

將頻率機率應用在生活中的實例。 

師：觀察書本 P.41桃園市中壢區的歷史降雨資料，估計桃園市中壢區 2019年 4月

4日的降雨機率。 

生：（熱烈討論） 
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表 22                                                                      
某一個班級操作砸派機的實驗結果 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

師：我們發現歷史資料中，4月份的降雨天數雖然沒有很明顯地趨於某一個值，但

大致可以看出落在 15天左右，所以我們可以估計桃園市中壢區 2019年 4月 4

日的降雨機率大約為 1H
BD
=50%。 

引導學生思考當沒有規律的數字發生時，便不可估算其頻率機率。 

師：我們知道臺灣位於板塊交界處，很常發生地震，若我們可以預測地震的發生，

那對於防災是很有幫助的。現在請觀察書本 P.42臺灣地震發生的時間點，請試

著預測下個規模 7.0以上的地震會發生在什麼時候？那機率又為多少呢？ 

生：無法估計。 

師：為什麼呢？ 

生：因為沒有趨近於一個值。 

師：很好，地震有時在同一年就發生了兩次，有時又隔了 6年，還有一次間隔比較

長，隔了 27年。我們無法找到一個規律，所以無法估計地震發生的機率。 

總結本次課堂所學，當事件的發生有規律時，樣本數越多，會趨近於一機率值，

此機率值為一理想值；當事件的發生沒有規律時，則我們無法使用頻率機率估計事

件發生的機率值。課堂結束。 

（4） 列舉 

組別 跳起來次數 按壓總次數 機率 

第 1組 1 20 0.05 

第 2組 2 20 0.1 

第 3組 3 20 0.15 

第 4組 3 20 0.15 

第 5組 3 20 0.15 

加總 12 100 0.12 
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第四堂課 

l 教學目標：如何使用數對列舉出所有可能結果，樣本空間迷思澄清。 

l 預設學生學習困難：無法有系統性地使用數對列舉出所有情況，無法辨識樣本空間

為不同的情況，僅根據結果認為是同一種情況（例如：丟擲兩顆骰子，認為出現（1，

2）和（2，1）為同一種情況。） 

l 教具：筊、骰子。 

l 環境：採用組內差距大，組間差距小的分組方式，共分為五組，組別與組別間留

有可讓教師行走的走道，圖 43為示意圖。教室上方有投影設備將上課內容投放至

講臺上的投影幕。 

 講臺  

 

      

      

 
 

 
 

  

 
      

    

    

圖 43第四堂課分組示意圖 

l 課程內容： 

利用數對列出所有可能結果。 

師：兩個人玩猜拳遊戲，出拳的情況為「剪刀、石頭」有哪些呢？ 

請兩位學生上臺示範猜拳。 

師：小明和小華猜拳，有可能小明出剪刀、小華出石頭，也有可能小明出石頭、小

華出剪刀，我們在列出結果時，要考慮出拳的情況為「剪刀、石頭」有兩種不

同的情況。 



 101 

師：我們將情況用數對的方式表示。（將數對列舉的表示方式（圖 44）寫在黑板上） 

圖 44兩人猜拳數對列舉的表示方式 

請學生用數對表示出拳的情況為「剪刀、石頭」的兩種情況。教師巡視教室，

確認學生是否會使用以及使用正確的數對表示。 

各小組操作三人猜拳，小組內其中三人猜拳，另外兩人當紀錄，將所有的結果

以數對的形式表示，特別注意僅記錄「剪刀、石頭、布」的出拳情況。教師巡視各

組操作情況。 

師：我們知道三人猜拳，出拳的情況有（剪刀，石頭，布）、（剪刀，布，石頭）、

（石頭，剪刀，布）、（石頭，布，剪刀）、（布，剪刀，石頭）和（布，石

頭，剪刀）6種。 

簡單介紹道教信仰中，擲筊出現的所有情況。請各組派一代表，上臺體驗擲筊，

擲的筊為一大一小，擲出最多「聖筊」的組別可以獲得獎勵。從擲出聖筊的體驗活

動中，讓學生感受擲出聖筊的兩種情況。 

師：在擲出聖筊時，你們覺得大的筊凸面朝上與小的筊凸面朝上的情況相同嗎？ 

生：（熱烈討論） 

師：我們將大的筊稱為○1 號筊，小的筊稱為○2 號筊。有可能○1 號筊出現凸面朝上，

○2 號筊出現凸面朝下，也有可能○1 號筊出現凸面朝下，○2 號筊出現凸面朝上，

因此我們在列出結果時，出現「聖筊」有兩種不同的情況。 

師：以凸面表示凸面朝上，以平面表示凸面朝下。用數對的形式表示（圖 45），則

寫成（凸面，平面）和（平面，凸面）。 

圖 45擲筊數對列舉的表示方式 

 
小明    小華 

（      ，      ） 

 
○1 號筊    ○2 號筊 

（        ，        ） 
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師：所以我們在列出擲筊的所有情況時，總共有 4種情況。那擲出「聖筊」的機

率為多少呢？ 

生：
2
E
。 

師：那麼擲出「笑筊」和「陰筊」的機率分別為多少呢？ 

生：擲出「笑筊」的機率為	1
E
，擲出「陰筊」的機率為	1

E
。 

師：此外，還有一個常見的錯誤，若將「笑筊」和「陰筊」都歸類為不獲得神明認

可的類型，另一種就是獲得神明認同的「聖筊」，總共只有 2種情況。 

各組發放兩套骰子，一套有 2顆不同色的骰子，讓學生體會擲兩顆骰子，擲出 1點

和 2點，有 2種情況。透過實作，列舉出投擲兩顆骰子所有的情況。教師巡視各組

操作情況。 

師：投擲兩顆骰子，若要列出擲到 1點和 2點的可能，並不是只有 1種情況。我們

將骰子分為○1 號骰和○2 號骰，想想看，有哪些情況呢？ 

生：（1點，2點）和（2點，1點）兩種。 

師：很好！那請用同樣的想法列舉出投擲兩顆骰子所有的可能。 

生：（紀錄在書本上） 

師：投擲兩顆骰子的所有情況為（1點，1點）、（1點，2點）…….（6點，5點）、

（6點，6點），共 36種情況。 

師：那麼，投擲三顆骰子，擲出 2點、4點和 6點的情況有哪些呢？ 

生：（2點，4點，6點）、（2點，6點，4點）、（4點，2點，6點）、（4點，

6點，2點）、（6點，2點，4點）和（6點，4點，2點），共 6種情況。 

教師提問，為下一堂課的樹狀圖做鋪陳。 

師：這堂課我們在做數對列舉時，過程是不是較麻煩，且較無邏輯性呢？ 

生：是！ 

師：請你們回家想想看，是不是有更系統性的方式來表示出所有結果呢？下一堂

課，我們將來討論較有邏輯性地列出所有結果的方法。 

課堂結束。 

（5） 建立樹狀圖 

第五堂課 
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l 教學目標：介紹樹狀圖是什麼及如何繪製樹狀圖，學習如何將文字敘述轉換到樹狀

圖方式呈現。 

l 預設學生學習困難：各層為獨立試驗，機率值不會受它層影響，認為在第一層出現

過的樣本不會在第二層後出現，無法根據題意判斷符合的可能結果。 

l 教具：彩色筆、八開圖畫紙。 

l 環境：採用組內差距大，組間差距小的分組方式，共分為五組，組別與組別間留有

可讓教師行走的走道，圖 46 為示意圖。教室上方有投影設備將上課內容投放至講

臺上的投影幕。 

 講臺  

 

      

      

 
 

 
 

  

 
      

    

    

圖 46第五堂課分組示意圖 

l 課程內容： 

學生從上堂課的列舉中，體會到列舉為較無系統性的方法，教師引導學生思考

可使用較有邏輯性的樹狀圖解決機率問題。並介紹什麼是樹狀圖、樹狀圖的各式樣

貌、樹狀圖的形式和如何繪製樹狀圖。 

師：從上堂課，我們學到可以用數對列舉出不確定事件的所有可能結果，但是當事

件較為複雜時，有沒有更好的方法呢？ 

生：樹狀圖。 

閱讀書本 P.56的文字。 
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師：在書本 P.57中，數學家和電腦科學家他們腦中的樹，有可能是橫向的，也有可

能是顛倒的，所以樹狀圖也有各種形式。在我們的機率課程中，我們先考慮橫

的樹狀圖，以便我們解決機率問題。 

師：首先，我們看到書本 P.58中，知識界如何使用樹狀圖的例子。上方為八年級學

到的理化課程中物質的分類，這時候樹狀圖將所有呈現出來，是不是比較有系

統性呢？ 

生：對！ 

師：接著讓我們來學習怎麼畫樹狀圖吧！第一步要寫上起點（START或題目名稱），

第二步在樹狀圖最上面寫上分類名稱，第三步畫出樹狀圖的分枝，第四步在樹

枝上寫機率，最後一步為在樹枝末梢寫上結果與機率。 

師：請翻到書本 P.59，讓我們根據題目畫出樹狀圖。第一步先寫上起點，亦可寫上

「兩人猜拳」。第二步假設 A、B兩人猜拳，便在樹狀圖最上面寫上 A、B。第

三步 A可以出「剪刀、石頭、布」三種拳種，所以在起點後方分出三根樹枝，

分別寫上「剪刀、石頭、布」，不論 A出什麼拳，都不影響 B的出拳，B也可

以出「剪刀、石頭、布」，所以在 A的每一個出拳後方再分出三根樹枝，分別

寫上「剪刀、石頭、布」。第四步考慮總共有三種拳，A隨機選擇其中一拳出，

所以 A出每一拳的機率皆為	1
B
，同樣地，B出每一拳的機率皆為	1

B
。最後一步將

結果用數對的形式寫出，看第一列，A出剪刀，B也出剪刀，結果即為（剪刀，

剪刀）。總共有 9種可能，所以機率為	1
P
（如圖 47）。                   

師：請你們從樹狀圖中回答「兩人猜拳一次就決定勝負」的機率是多少？ 

師：兩人猜拳情況一共有 9種，其中一方勝利的情況有 6種。所以一次決定勝負的

機率為	I
P
（如圖 48）。 

請學生接著畫出三個人的猜拳情況。教師巡視每位學生的作答情況，並適時地

給予指導。 

師：請你們從樹狀圖中回答「三個人猜拳時，一回合只有一人獲勝」的機率有多少？ 

生：
P
2C
。 

師：很好！ 
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圖 47講解如何繪製樹狀圖的過程 
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圖 48圈選樹狀圖中符合題意的結果並算出機率值-1 

請學生翻到書本 P.61。播放拉霸機影片，此用意為讓學生知道什麼是拉霸機，

以及拉霸機如何運作。 

師：在繪製拉霸機的樹狀圖時，要怎麼分類呢？ 

生：（熱烈討論） 

師：將拉霸機分為第一面、第二面及第三面（圖 49）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 49繪製拉霸機的樹狀圖分類 

師：樹狀圖的分枝為每一面可能出現的數字。所以在一開始先寫上起點，再來是寫

上分類（第一面、第二面、第三面），第一面有 3、7、9三種可能（如圖 50）。

那接下來怎麼畫呢？請各位同學們練習看看，記得要在樹枝上寫上機率和在樹

枝末梢寫上結果與機率。若小組內先畫好的同學，也可以教還沒畫好的組員喔！ 
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請學生接著畫出拉霸機的樹狀圖。教師巡視每位學生的作答情況，並適時地給

予指導。 

圖 50繪製拉霸機樹狀圖的提示 

師：大家都畫得很好！接下來的問題，請你們觀察樹狀圖後回答。 

師：若三面滾輪都顯示 7的圖案，則可獲得獎金。請問全部的情況有幾種？其中出

現（7，7，7）的可能結果有幾種呢？ 

生：全部的情況有 27種，出現（7，7，7）的可能結果有 1種。 

師：所以贏得獎金的機率為多少呢？ 

生：
1
2C
。 

師：若三面滾輪中，只要兩面顯示 9的圖案，即可獲得牛奶。請問得到牛奶的機

率為多少？ 

師：請特別注意，「只要」兩面顯示 9的圖案，「即可」獲得牛奶，表示兩面以

上顯示 9的圖案就要列入考慮。所以兩面以上顯示 9的圖案的情況有幾種

呢？ 

生：6種。 

師：所以得到牛奶的機率為多少呢？ 

生：
I
2C
。 

師：若三面滾輪中，只要一面顯示 3的圖案，即可獲得糖果，請問得到糖果的機率

為多少？ 

師：「只要」一面，表示一面、兩面或三面出現 3的圖案，皆要列入考慮。所有有

幾種情況呢？ 

第一面	

1
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1
3
	

1
3
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9 

第二面	 第三面	
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生：12種。 

師：所以得到糖果的機率為多少呢？ 

生：
12
2C
。 

各組發放彩色筆 4 支及圖畫紙 1 張。讓各組繪製書本 P.62 的樹狀圖及回答書

本 P.63的問題。 

師：請翻到書本 P.62，請各組根據題目並依照繪製樹狀圖的步驟，畫出「完整」的

樹狀圖，然後思考 P.63的問題，將答案寫上，可以使用彩色筆，彩繪組內的樹

狀圖。下堂課會依照各組繪製的情況，給予評分，最高分的組別將有獎勵。 

各組繪製樹狀圖。教師巡視每組的情況，並適時地給予指導。課堂結束。 

第六堂課 

l 教學目標：使用樹狀圖，解決機率問題。 

l 預設學生學習困難：無法將文字敘述轉換為樹狀圖，樹狀圖的繪製不夠完整。 

l 環境：採用組內差距大，組間差距小的分組方式，共分為五組，組別與組別間留有

可讓教師行走的走道，圖 51 為示意圖。教室上方有投影設備將上課內容投放至講

臺上的投影幕。 

 講臺  

 

      

      

 
 

 
 

  

 
      

    

    

圖 51第六堂課分組示意圖 
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l 課程內容： 

教師展示上堂課中各組的成品，透過學生替各組作品打分數的過程，讓學生清

楚地知道完整的樹狀圖結構。 

以下選取兩個範例以示說明，如圖 52和圖 53。 

師：（圖 52）這組的樹狀圖畫得很好，分類對了，答案也正確。但是少了一個很重

要的要素，是什麼呢？ 

生：樹枝上的機率。 

師：很好。 

圖 52小組繪製樹狀圖-1 

師：（圖 53）這組畫得很棒，分類正確，樹枝圖上有寫機率，答案也正確，所以得

到滿分 10分。 

圖 53小組繪製樹狀圖-2 

選出最高分的組別後，頒發獎勵。 

教師講解書本 P.65的例題，練習應用例題，熟悉使用樹狀圖解決機率問題。 
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師：繪製樹狀圖時，一開始要先寫上什麼？ 

生：起點。 

師：很好！根據題意，無論是薇薇或成成，他們的選擇都是這三條路，所以在繪製

樹狀圖時，最上面的分類分別為薇薇和成成，分枝為三種選擇。 

師：根據題目，選取任一條路的機會均等，所以每一根樹枝的機率應寫上多少？ 

生：
1
B
。 

師：有了這些資料，我們可以畫出樹狀圖（教師畫出樹狀圖）。 

師：全部的情況有幾種？ 

生：9種。 

師：在同一條路相遇表示有可能在花田一路相遇，也有可能在花田二路或花田三路

相遇，所以在同一條路相遇的情況有幾種呢？ 

生：3種。 

師：在同一條路相遇的機率為多少呢？ 

生：
B
P
（如圖 54）。 

師：沒錯。 

學生練習 P.72~76的歷屆試題，教師巡視每位學生的情況，並適時地給予指導。

課堂結束。 

圖 54圈選符合題意的結果並算出機率值-2 
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第七堂課 

l 教學目標：澄清樹狀圖繪製的模式。 

l 預設學生學習困難：無法分類樹狀圖的橫向與縱向。 

l 教具：許氏機率桌遊（籌碼、桌遊卡片）、籤和籤筒。 

l 環境：採用組內差距大，組間差距小的分組方式，共分為五組，組別與組別間留有

可讓教師行走的走道，圖 55 為示意圖。教室上方有投影設備將上課內容投放至講

臺上的投影幕。 

 講臺  

 

      

      

 
 

 
 

  

 
      

    

    

圖 55第七堂課分組示意圖 

l 媒介：快問快答投影片。 

l 課程內容： 

學生練習 P.67~71的歷屆試題，教師巡視每位學生的情況，並適時地給予指導。 

待各組完成題目後，教師講解桌遊規則。 

師：從上堂課到這堂課，我們總共練習了 10 道的機率問題，現在我們來進行個小

桌遊，簡報上有這些問題，答對每道題目，可獲得一些籌碼。 

獎勵優先完成 10道題目的組別，全組完成者，可獲得四種顏色的籌碼各 2個。

教師在黑板上貼上 9張卡片。 

師：獲得的籌碼可以用來購買黑板上的卡片，黑板上有三種顏色的卡片，分別為貧

民（白色卡片）、百姓（綠色卡片）和貴族（粉色卡片）。卡片的下方為購買

卡片需付出的籌碼數。右上方為卡片的價值，有些可以獲得特別顏色的籌碼，
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有些則可以獲得獎勵例如糖果，另有一些則可以獲得特權，其中特權「pass」

為選擇不回答問題，相對地也無法得到籌碼，但可以購買卡片，「指定」為指

定他組任一人回答問題，若答對，則指定的組別獲得籌碼，若答錯，則被指定

的組別被掠奪籌碼。卡片左上方為分數，即購買卡片，可獲得該張卡片的分數，

最後為總分最高的組別獲勝。 

各組猜拳決定回答順序，組別可選擇 1~15號問題（此序號與題號無關）回答。

為確認每位學生是否會使用樹狀圖解決機率問題，在遊戲過程中，教師抽籤，抽到

對應號碼的組員負責回答與解釋解題過程，所以當學生在進行小組討論時，高成就

者可教導低成就者，讓組內的成員都學會，而學生除了理解每一道機率問題外，更

要嘗試說明解題過程。各組回答完後，教師檢討題目，若答對，教師立刻給予籌碼，

該組約有 20 秒的時間購買黑板上的卡片。當卡片被購買後，教師在黑板上補上新

的卡片。 

（桌遊活動進行） 

計算各組總分，最高分的組別頒發獎勵。課堂結束。 
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附錄二.  機率測驗試卷（第一次預試） 

你有多厲害？—不學就會的機率測試  

                               班級	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	座號	

是非題 (正確答 O，錯誤答 X) 
1. (   ) 投擲一枚圖釘，釘尖朝上、朝下的機率一樣 

2. (   ) 投擲一枚公正硬幣，正面朝上的機率是  

3. (   ) 統一發票有「中獎」與「不中獎」二種情形，所以中獎機率是  

4. (   ) 投擲一粒均勻骰子，每一種點數出現的機率都是 ，所以每投六次，必出現

一次「1 點」 

簡答及計算題 
1. 投擲一顆公正六面的骰子，出現 3 點的機率是 _________。 

2. 投擲一顆公正六面的骰子，出現 7 點的機率是 _________。 

3. 一副撲克牌有 52 張（不含鬼牌），分為黑桃（♠）、紅心（♥）、方塊（♦）及梅花

（♣）4 種花色，每種花色各有 13 張，分別是 A、2、3、…、K。試問：從撲克牌中

任取 1 張，抽到花色是黑桃的機率是多少？ 

 

4. 一個袋子裡有 10 顆相同大小的球，分別是 7 顆紅球、3 顆白球，每顆球被取出的機

會都相等，從袋中任意取出一球，則此球是紅球的機率是多少？ 

 

 

5. 一個袋子裡有 30 顆相同大小的球，編號：1、2、3、4、5、……、29、30，從袋中任

意取出一球，每顆球被取到的機會均等。試問：此球的號碼小於或等於 10 的機率是

多少？ 

 

6. 下表顯示某籤筒中各種籤的數量。已知每支籤被抽中的機會均相等，若自此筒中抽

出一支籤，則抽中紅籤的機率為何？  

2
1

2
1

6
1
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7. 怡君有 24 張卡片，其中 12 張卡片被畫上 O 記號，另外 12 張卡片被畫上 X 記號。

下圖表示怡君拿出 6 張卡片放在桌上的情形，且她打算從剩下的卡片中，再抽出一

張卡片。若剩下的每張卡片被抽出的機會相等，則她抽出 O 記號卡片的機率為何？ 

8. 一袋子中有 4 個圓球，球上分別標記號碼 A、B、C、D。已知每一個球被取到的機

會相等，若自袋中任取兩次球(一次一球，取後放回)，則取出的兩球號碼依序是 A、

B 的機率為何？ 

 

 

9. 甲、乙各丟一次公正六面骰子比大小。若某人的點數較大時，算他獲勝；若兩人的點

數相同時，算兩人平手。求甲獲勝的機率是多少？ 

 

 

10. 已知甲校有 600 人，其中男生佔 60%；乙校有 900 人，其中男生佔了 50%。今將甲、

乙兩校合併後，任意抽出一位學生，每個人被抽到的機會相等，抽中男生的機率為

何？ 

 

 

11. 某工廠連續五天、每天生產 100 件玩具，該工廠品管部對當天生產的每件玩具做不

良品測試，下圖為五天內所測試的結果。以後該工廠每天正式生產 1000 件玩具，試

問依此測試結果，預估此工廠生產不良玩具的機率為何？ 

 

不良品件

數, 1, 5

不良品件

數, 2, 8

不良品件

數, 3, 4

不良品件

數, 4, 6

不良品件

數, 5, 7

(天)

1

2

3

4

5

不良品件數之結果統計長條圖 
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附錄三.  機率測驗試卷（第二次預試） 

班級：八年     班     座號：              姓名：                 

一、是非題：請判斷下列敘述是否正確，若為正確，請畫○；若為錯誤，請畫╳，並寫下
理由。 

(     )1. 嘟嘟到桃園機場追星，前九次都沒遇到她心愛的男團 BTS，所以第十次她應該好
好念書，不用去追星。 

      理由：                                                                
(     )2. 統一發票有「中獎」與「不中獎」二種情形，所以中獎機率為 1

2
。 

      理由：                                                                 
(     )3. 連續投擲一顆公正的骰子 120次（意思是說骰子每一面被擲出的機會相等），則

「6點」剛好會出現 20次。 
      理由：                                                                 
(     )4. 投擲一顆 1~6點的公正骰子（意思是說骰子每一面被擲出的機會相等），則丟出

「7點」的機率為C
I
。 

      理由：                                                                 
二、計算題：請閱讀下列題目，回答問題，並寫下完整的計算過程或作圖。 
1. 在生物遺傳學上，耳垂分離是由顯性
基因所引起，若分別以 A和 a代表顯
性和隱性基因，子源的父母耳垂都是

分離的，且已知父母的基因型都是 Aa，
請問子源耳垂分離的機率是多少？ 
HINT： 

 
 
 
 
 
2. 鼎猩工廠共生產 2500個燈泡，從中隨
機抽出 200個做測試，其中有 5個燈
泡是瑕疵品，則在整批燈泡中，可能

會有幾個是瑕疵品？ 
 
 
 
 

 
3. 負四便利商店推出抽福袋的活動，如
表所示福袋內容與該福袋被抽中的機

率，則俊凱抽到的福袋中有衛生紙的

機率是多少？ 

福袋內容物 
抽中 
機率 

Pocky+透明奶茶 
41
100

 

透明奶茶+五月花 
1
4

 

Pocky+透明奶茶+五月花 
17
100

 

Apple+Pocky+透明奶茶 
3
20

 

Apple+Pocky+透明奶茶+五月花 
1
50

 

4. 有兩個公正的骰子 A與骰子 B，A骰
出現的點數為 a，B 骰出現的點數為
b，則點數 a與 b依序所組成的數為偶
數的機率是多少？ 
例如：當 a=1，b=2時，所組成的數為
12。 

 A a 

A AA Aa 

a Aa aa 
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5. 從連續正整數 40、41、42、……、97、

98、99中隨機取一數，則 
(1) 個位數字等於十位數字的可能有
哪幾種？ 
(例：11、22、33……) 

(2) 個位數字等於十位數字的機率是
多少？ 

 
 
 
 
 
6. 劉老師以抽籤的方式決定到江辰、小
希、柏松三位學生家各做一次家庭訪

問的順序，則江辰是第二個被家庭訪

問的機率為多少？ 
 
 
 
 
 
7. 胡一天的早餐選擇有大龍蝦肉貝果或
小鳳梨素菜包，午餐選擇有青醬佐石

斑魚肉、紅醬佐茄子或白苦瓜沙拉。

假設選擇每一樣食物的機會都相等，

則胡一天的兩餐中都有吃到肉的機率

為多少？ 
 
 
 

 
8. 川大大、習大大、安大大三位領袖玩
猜拳遊戲，決定如何制裁北韓，假設

每人出剪刀、石頭、布的機率都相等，

則猜一拳不分勝負的機率是多少？ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
9. 福珠為了練舉重，考慮要不要吃蘇打
餅乾，她選擇吃蘇打餅乾的機率為

2
B
。

選擇完蘇打餅乾之後，再決定要不要

喝草莓牛奶，不論有沒有吃蘇打餅乾，

選擇喝草莓牛奶的機率都是
B
C
。則 

(1) 福珠不吃蘇打餅乾的機率為多少？ 
(2) 福珠選擇不吃蘇打餅乾，但要喝
草莓牛奶的機率為多少？ 

 
 
 
 
 
 
 
 

三、想一想：請閱讀以下的問題並回答，如果可以，請寫下理由。 
1. 民國 108年時，請你(妳)評估自己考上中大附中的機率是多少？ 
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附錄四.  機率學前測驗 

班級：八年     班     座號：              姓名：                 

一、是非題：請判斷下列敘述是否正確，若為正確，請畫○；若為錯誤，請畫╳，並寫下
理由。 

(     )1. 嘟嘟到桃園機場追星，前九次都沒遇到她心愛的男團 BTS，所以第十次她不用去
追星。 

      理由：                                                                
(     )2. 統一發票有「中獎」與「不中獎」二種情形，所以中獎機率為 1

2
。 

      理由：                                                                 
(     )3. 連續投擲一顆 1~6 點的公正骰子 120 次（意思是說骰子每一面被擲出的機會相

等），則「6點」剛好會出現 20次。 
      理由：                                                                 
(     )4. 投擲一顆 1~6點的公正骰子（意思是說骰子每一面被擲出的機會相等），則投擲

一次丟出「7點」的機率為C
I
。 

      理由：                                                                 
二、計算題：請閱讀下列題目，回答問題，並寫下完整的計算過程或作圖。 
1. 在生物遺傳學上，耳垂分離是由顯性
基因所引起，若分別以 A和 a代表顯
性和隱性基因，子源的父母耳垂都是

分離的，且已知父母的基因型都是 Aa，
請問子源耳垂分離的機率是多少？ 
提示：(完成下方表格) 

 
 
 
 
 
2. 鼎猩工廠共生產 2500個燈泡，從中隨
機抽出 200個做測試，其中有 5個燈
泡是瑕疵品，則在整批燈泡中，可能

會有幾個是瑕疵品？ 
 
 
 
 

3. 負四便利商店推出抽福袋的活動，如
表所示福袋內容與該福袋被抽中的機

率，則俊凱抽到的福袋中有五月花衛

生紙的機率是多少？ 

福袋內容物 
抽中 
機率 

Pocky+透明奶茶 
41
100

 

透明奶茶+五月花 
1
4

 

Pocky+透明奶茶+五月花 
17
100

 

Apple+Pocky+透明奶茶 
3
20

 

Apple+Pocky+透明奶茶+五月花 
1
50

 

4. 有兩個 1~6 點的公正骰子 A 與骰子
B，A骰出現的點數為 a，B骰出現的
點數為 b，則點數 a與 b依序所組成
的數為偶數的機率是多少？ 
例如：當 a=1，b=2時，所組成的數為
12。 
 

 A a 

A  Aa 

a   
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5. 從連續正整數 40、41、42、……、97、
98、99中隨機取一數，則 
(1) 個位數字等於十位數字的可能有
哪幾種？ 

(例：77) 
(2) 個位數字等於十位數字的機率是
多少？ 

 
 
 
 
 
6. 劉老師以抽籤的方式決定到江辰、小
希、柏松三位學生家各做一次家庭訪

問的順序，則小希是第一個、江辰是

第二個被家庭訪問的機率為多少？ 
 
 
 
 
 
7. 胡一天的早餐選擇有大龍蝦肉貝果或
小鳳梨素菜包兩種，午餐選擇有青醬

佐石斑魚肉、紅醬佐茄子或白苦瓜沙

拉三種。假設選擇每一樣食物的機會

都相等，則胡一天的兩餐中都有吃到

肉的機率為多少？ 
 
 
 
 
 

8. 川大大、習大大、安大大三位領袖玩
猜拳遊戲，決定如何制裁北韓，假設

每人出剪刀、石頭、布的機率都相等，

則猜一拳不分勝負的機率是多少？ 
提示：除了三人出同樣的，還有其他

狀況喔！ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
9. 金福珠為了練舉重，她選擇吃蘇打餅
乾的機率為

2
B
。選擇完蘇打餅乾之後，

再決定要不要喝草莓牛奶，則她選擇

喝草莓牛奶的機率是
B
C
。 

(1) 金福珠不吃蘇打餅乾的機率為多
少？ 

(2) 金福珠選擇不吃蘇打餅乾，但要
喝草莓牛奶的機率為多少？ 

 
 
 
 
 
 
 
 

三、想一想：請閱讀以下的問題並回答，如果可以，請寫下理由。 
民國 108年時，請你(妳)評估自己考上中大附中(中壢高中)的機率是多少？ 
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附錄五.  機率學後測驗 

TREE	DIAGRAM	
	 	 	 	 	 	 	 	 	班級：八年     班     座號：            姓名：                 

一、是非題：請判斷下列敘述是否正確，若為正確，請畫○；若為錯誤，請畫╳。並寫
下理由。 

(     )1. 連續投擲一顆 1~6點的公正骰子 126次（意即骰子每一面被擲出的機會相等），
則「6點」剛好會出現 21次。 
理由：                                                                

(     )2. 統一發票有「中獎」與「不中獎」二種情形，所以中獎機率為 1
2
。 

理由：                                                                 
(     )3. 嘟嘟到桃園機場追星，前五次都沒遇到她心愛的男團 BTS，所以第六次她不用去

追星。 
理由：                                                                 

(     )4. 投擲一顆 1~6點的公正骰子（意即骰子每一面被擲出的機會相等），則投擲一次
丟出「10點」的機率為 1D

I
。 

      理由：                                                                 
二、計算題：請閱讀下列題目，回答問題，並寫下完整的計算過程或畫出樹狀圖。 
1. 在生物遺傳學上，耳垂分離是由顯性
基因所引起，若分別以 A和 a代表顯
性和隱性基因，子源的父母耳垂都是

分離的，且已知父母的基因型都是 Aa，
請問子源耳垂分離的機率是多少？ 
提示：(完成下方表格) 

 
 
 
 
 
 
2. 有兩個 1~6 點的公正骰子 A 與骰子

B，A骰出現的點數為 a，B骰出現的
點數為 b，則點數 a與 b依序所組成
的數為偶數的機率是多少？ 

例如：當 a=1，b=2時，所組成的數為 12。 
 
 
 

3. 鼎猩工廠共生產 2400個燈泡，從中隨
機抽出 200個做測試，其中有 5個燈
泡是瑕疵品，則在整批燈泡中，可能

會有幾個是瑕疵品？ 
 
 
 
 
 
4. 從連續正整數 40、41、42、……、97、

98、99中隨機取一數，則 
(1) 個位數字等於十位數字的可能有
哪幾種？ 
(例：77) 

(2) 個位數字等於十位數字的機率是
多少？ 

 
 
 
 

 A a 

A  Aa 

a   
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5. 劉老師以抽籤的方式決定到江辰、小
希、柏松三位學生家各做一次家庭訪

問的順序，則江辰是第一個、小希是

第二個被家庭訪問的機率為多少？ 
 
 
 
 
6. 負四便利商店推出抽福袋的活動，如
表所示福袋內容與該福袋被抽中的機

率，則俊凱抽到的福袋中有五月花衛

生紙的機率是多少？ 

福袋內容物 
抽中 
機率 

Pocky+透明奶茶 
41
100

 

透明奶茶+五月花衛生紙 
1
4

 

Pocky+透明奶茶+五月花衛生紙 
17
100

 

Apple+Pocky+透明奶茶 
3
20

 

Apple+Pocky+透明奶茶+五月花
衛生紙 

1
50

 

 
 
 

7. 金福珠為了練舉重，她選擇吃蘇打餅
乾的機率為

B
E
。選擇完蘇打餅乾之後，

再決定要不要喝草莓牛奶，則她選擇

喝草莓牛奶的機率是 E
C
。 

(3) 金福珠不吃蘇打餅乾的機率為多
少？ 

(4) 金福珠選擇不吃蘇打餅乾，但要
喝草莓牛奶的機率為多少？ 

 
 

8. 胡一天的早餐選擇有大龍蝦肉貝果或
小鳳梨素菜包兩種，午餐選擇有青醬

佐石斑魚肉、紅醬佐茄子或白苦瓜沙

拉三種。假設選擇每一樣食物的機會

都相等，則胡一天的兩餐中都有吃到

肉的機率為多少？ 
 
 
 
 
 
 
 
9. 川大大、習大大、安大大三位領袖玩
猜拳遊戲，決定如何制裁北韓，假設

每人出剪刀、石頭、布的機率都相等，

則猜一拳不分勝負的機率是多少？ 
提示：除了三人出同樣的，還有其他

狀況喔！ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

三、想一想：請閱讀以下的問題並回答，如果可以，請寫下理由。 
民國 108年時，請你(妳)評估自己考上中壢高商的機率是多少？ 
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附錄六.  機率延後測驗 

TREE	DIAGRAM	
	 	 	 	 	 	 	 	 	班級：九年	 	 	 	 	班	 	 	 	 	座號：	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	姓名：	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

一、是非題：請判斷下列敘述是否正確，若為正確，請畫○；若為錯誤，請畫╳。並寫

下理由。 
(     )1. 統一發票有「中獎」與「不中獎」二種情形，所以中獎機率為 1

2
。 

理由：                                                                
(     )2. 連續投擲一顆 1~6點的公正骰子 150次（意即骰子每一面被擲出的機會相等），

則「6點」剛好會出現 25次。 
理由：                                                                 

(     )3. 嘟嘟到松山機場追星，前五次都沒遇到她心愛的女團 TWICE，所以第六次他不
用去追星。 
理由：                                                                 

(     )4. 投擲一顆 1~6點的公正骰子（意即骰子每一面被擲出的機會相等），則投擲一次
丟出「12點」的機率為 12

I
。 

      理由：                                                                 
二、計算題：請閱讀下列題目，回答問題，並寫下完整的計算過程或畫出樹狀圖。 
1. 在生物遺傳學上，耳垂分離是由顯性
基因所引起，若分別以 A和 a代表顯
性和隱性基因，子源的父母耳垂都是

分離的，且已知父母的基因型都是 Aa，
請問子源耳垂分離的機率是多少？ 
提示：(完成下方表格) 

 
 
 
 
 
2. 鼎猩工廠共生產 2400個燈泡，從中隨
機抽出 200個做測試，其中有 5個燈
泡是瑕疵品，則在整批燈泡中，可能

會有幾個是瑕疵品？ 
 
 
 
 
 
 

3. 負四便利商店推出抽福袋的活動，如
表所示福袋內容與該福袋被抽中的機

率，則俊凱抽到的福袋中有五月花衛

生紙的機率是多少？ 

福袋內容物 
抽中

機率 

Pocky+透明奶茶 
41
100

 

透明奶茶+五月花衛生紙 
1
4

 

Pocky+透明奶茶+五月花衛生紙 
17
100

 

Apple+Pocky+透明奶茶 
3
20

 

Apple+Pocky+透明奶茶+五月花衛
生紙 

1
50

 

4. 從連續正整數 40、41、42、……、97、
98、99中隨機取一數，則 
(1) 個位數字等於十位數字的可能有
哪幾種？ 
(例：77) 

(2) 個位數字等於十位數字的機率是
多少？ 

 

 A a 

A  Aa 

a   
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5. 有兩個 1~6 點的公正骰子 A 與骰子
B，A骰出現的點數為 a，B骰出現的
點數為 b，則點數 a與 b依序所組成
的數為奇數的機率是多少？ 
例如：當 a=1，b=3時，所組成的數為
13。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
6. 劉老師以抽籤的方式決定到江辰、小
希、柏松三位學生家各做一次家庭訪

問的順序，則江辰是第一個、小希是

第二個被家庭訪問的機率為多少？ 
 
 
7. 胡一天的早餐選擇有大龍蝦肉貝果或
小鳳梨素菜包兩種，午餐選擇有青醬

佐石斑魚肉、紅醬佐茄子或白苦瓜沙

拉三種。假設選擇每一樣食物的機會

都相等，則胡一天的兩餐中都有吃到

肉的機率為多少？ 
 
 

 
 

 
 
 
 

8. 金福珠為了練舉重，她選擇吃蘇打餅
乾的機率為

B
E
。選擇完蘇打餅乾之後，

再決定要不要喝草莓牛奶，則她選擇

喝草莓牛奶的機率是 E
C
。 

(1) 金福珠不吃蘇打餅乾的機率為多
少？ 

(2) 金福珠選擇不吃蘇打餅乾，但要
喝草莓牛奶的機率為多少？ 

 
 
 
 
 
9. 川大大、習大大、安大大三位領袖玩
猜拳遊戲，決定如何制裁北韓，假設

每人出剪刀、石頭、布的機率都相等，

則猜一拳不分勝負的機率是多少？ 
提示：除了三人出同樣的，還有其他

狀況喔！ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

三、想一想：請閱讀以下的問題並回答，如果可以，請寫下理由。 
民國 109年時，請你(妳)評估自己考上楊梅高中的機率是多少？ 
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附錄七.  機率課程回饋單 

回饋單 
姓名 :_________________ 

 
 
 
 
 
 

 
 

1. 對於機率的課堂中，你覺得你能理解的內容有多少? 

□ 非常多    □ 很多    □ 普通    □ 很少    □ 非常少 

2. 你覺得你可以清楚知道樹狀圖如何畫出來? 

□ 非常多    □ 很多    □ 普通    □ 很少    □ 非常少 

3. 你覺得你可以利用樹狀圖解釋事件的機率? 

□ 非常多    □ 很多    □ 普通    □ 很少    □ 非常少 

4. 這本書(課程)你最喜歡哪一個部分? (可複選) 

□ 插圖    □ 機率知識    □ 接力畫樹狀圖    □ 階級遊戲     

□ 例題提供你練習畫樹狀圖的機會          □ 其他：                     

5. 如果滿分是 10分，你會給老師們幾分呢？ 

□10分          □9分           □8分           □7分           □6分 

□5分           □4分           □3分           □2分           □1分 

6. 你閱讀和寫過這本書後，你學到了什麼？ 

 

7. 你有什麼話想對老師們說嗎？(例如：鼓勵、建議) 

給過嶺國中的同學 : 

很開心今天有這樣的機會能夠陪伴你們上課，也在此恭喜你們每一個人都順利完

成機率課程。現在想請你們幫忙老師填寫以下的問題，讓老師可以更瞭解你們的狀況

以及在往後教學上能做些調整，謝謝！ 

                                                          哲毓、芷雲 老師 
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附錄八.  學生的回饋 

一. 許氏機率和回饋 
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二. 課程回饋單 

 

 


