
曲線間的面積 

單維彰‧2013 年 4 月 

如果 ( )f x 的圖形在 x 軸上方，也就是 ( ) 0f x  ，則 ( )
b

a
f x dx 表示在 a 與 b 之間

的「曲線下面積」，也就是在 ( )y f x 曲線之下，在 x 軸之上的面積。而 x 軸的

方程式是 y=0，且 ( )
b

a
f x dx 也等於  ( ) 0

b

a
f x dx ，這個「曲線下面積」的觀念

可以拓展為「曲線間面積」。只要有一條曲線在上，另一條在下，則上方減下方

的積分，就是兩曲線之間的面積。整理說明如下。 

曲線間面積 

若在 a x b  範圍內有兩個函數，其中一個恆大於另一個，也就是其中一條曲線

恆在另一條上方，除了在 a 或 b 可能有交點以外，如以下示意圖。則 

( ) ( )
b

a
dx 上方 下方  

就是兩曲線之間在 a x b  範圍內的面積。 

 

    注意，被積分函數表示兩函數之間在 x 位置上的線段長度，如圖中的紅色線

段，所以不得小於零。因此，一定要用上方曲線的函數，減掉下方曲線的函數；

減錯方向就會出現負數，那就與「長度」的幾何意義不合了。 



現在舉一個例子。參照下圖，給定兩條曲線 

3 2 2
1 2: 3 1 : 2y x x y x x         

試求 1 與 2 「之間」的面積。 

 

所謂「之間」的意思是被 1 和 2 包圍起來的區域。所以，我們必須先找到兩條

曲線的交點。如圖，令交點由左至右為 1 1 1( , )P x y ， 2 2 2( , )P x y ，和 3 3 3( , )P x y ，其 x

坐標依序為 1x ， 2x ，和 3x 。兩曲線在 1x x 和 3x x 的情況下，不再有交集。由

圖可以看出被包圍的面積有 1A 和 2A 兩塊： 1A 在 1x 與 2x 之間， 2A 在 2x 與 3x 之間。

因此， 1 與 2 「之間」的面積就是 1 2A A 。為了寫出積分式，我們還得分辨哪

條曲線在上、哪條曲線在下？ 

畫圖觀察， 1A 區域的 1 在上、 2 在下，而 2A 區域的 2 在上、 1 在下。所

以 
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至於三個交點的 x 坐標，就得求解 3 2 23 1 2x x x x     ，也就是求解 

3 22 2 1 0x x x     

詳情不表，我們得到三個交點的 x 坐標，從左到右為 1 1x   ， 2

3 5

2
x


 ，

3

3 5
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x


 。然後，也許透過電腦的協作，得到 
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相加得到所求的面積為
5/2 5/25 51 5 51 13

24 12 12

 
  。如果不喜歡看到指數符號，可以

用估計值，約為 5.95。可以說面積差不多是 6 平方單位。 


